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Vorrede. 


We un die Elemente einer Wiſſenſchaft noch unvolk 
ſtäͤndig ſind, werden diejenigen, die ſie ſtudieren 
durch die Menge von Büchern, welche ſie zu Rathe zie- 
hen müffen, um ſich die ihnen fehlenden Kenntniſſe 
zu verſchaffen, muthlos gemacht, und wagen ſich nur 
mit Schuͤchternheit in eine Laufbahn deren Ende fie 
nicht abſehn. Unter allen Wiſſenſchaften iſt die Ma⸗ 
thematik vielleicht diejenige, deren Umfang und Fort⸗ 
ſchritte ſich aus den een am wenigſten 
beurtheilen laſſen. 

Durch die Erweiterung der a der Ana⸗ 
lyſis haben die großen Geometer unſers Jahrhunderts 
dem Style dieſer Sprache eine Vollkommenheit ge⸗ 
geben die nothwendig auf die Darſtellung der Wahr⸗ 
heiten Einfluß haben muß, welche vor ihnen bekannt 
waren. Man triſt in der Geſchichte der Mathematik 

auf Epochen, wo, ohne daß die Wahrheiten der einzelnen 
3 0 3 Saͤtze 
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Saͤtze einen Stoß gelitten haben doch ihre ſyſtematiſche 
Verkettung durch die Zuſammenſtellungen, wozu die 
neuen Entdeckungen Anlaß gegeben, verändert iſt. Die 
Principien wurden fruchtbarer, die Anwendung der⸗ 
ſelben auf einzelne Faͤlle weniger nothwendig, und die 
Allgemeinheit der Methoden erlaubte das ganze Ge⸗ 
biet der Wiſſenſchaft zu umfaſſen, ungeachtet der 
Fortſchritte, die ſie gemacht. — Wir befinden uns, 
glaube ich, in einer dieſer Epochen. Die Zuſammen⸗ 
ſtellung der auf die Differential und Integralrechnung 

ſich beziehenden zahlreichen Materialien, die in den 
academiſchen Sammlungen zerſtreut ſind, iſt allein 
hinreichend den ganzen Reichthumn dieſes wichtigen Zwei⸗ 

ges der Analyſis kennen zu lehren, und, eine Menge 
einzelner Verfahrungsarten welche noch in die Kindheit 
dieſer Rechnung gehoͤren auf eine kleine Anzahl all⸗ 
gemeiner Methoden zuruͤckzufuͤhren. Aber man 
wird dieſen Zweck nicht durch eine bloße Compilation 
erreichen — da ſich nemlich dieſelben Entdeckungen 
mehrerern Geometern unter ſehr verſchiedenen Geſichts- 
punkten dergeſtalt haben, ſo haben ſich hieraus meh⸗ 
rere Methoden ergeben, zwiſchen welchen man eine 
Wahl treffen, oder welche man in einer ſolchen Ord⸗ 
nung darſtellen muß, daß die Beziehungen, welche 
ſie untereinander verknuͤpfen, ſichtbar werden. End⸗ 
lich iſt es auch nothwendig, allen ſo zu ſagen, einen 
gleichfoͤrmigen Anſtrich zu geben, welcher keinen Un⸗ 
Ä ter⸗ 
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terſchied zwiſchen dem wahrnehmen laßt, was man 
einem Schriftſteller verdankt, und was man von einem 
andern entlehnt hat, und welcher uͤber das Ganze Klar⸗ 
heit und Beſtimmtheit in gleichem Grade verbreitet. 
Dies iſt das Gefchäft, das ich mir auferlegt 
habe; ich habe alle die Schwierigkeiten gefuͤhlt, die 
ich uͤberwinden muß, um es mit Erfolge auszufühs 
ren, aber die Wichtigkeit des Gegenſtandes, und das 
Beſtreben nuͤtzlich zu werden, haben mich auf dieſer 
muͤhſamen Laufbahn aufrecht erhalten, vornemlich aber 


die Ueberzeugung, daß ein Verſuch dieſer Art, ſo ent⸗ 
fernt er auch von der Vollkommenheit ſeyn mag, doch 


dazu beytragen muß, die Wiſſenſchaft weiter zu brin⸗ 
gen. Ege ich von dem Plan Rechenſchaft ablege, 
den ich befolgt habe, glaube ich dem beſer den Ur⸗ 
ſprung und Fortgang des Differential- und Integral⸗ 
calculs vor Augen legen zu muͤſſen, damit er deſto 
beſſer die Gruͤnde einſieht, welche mich in der von 
mir gewaͤhlten Anordnung beſtimmt haben. 

Die Erfindung des Differential- und Integral 


calculs fällt nicht früher, als in das letzt vergan⸗ 


gene Jahrhundert, aber auf die Fragen, welche da⸗ 
hin geführt, war man ſchon in den erſten Zeiten der 
Geometrie gekommen. — Wenn die alten Geometer 


die krumlinigen Figuren, unter einander, und mit 


den geradlinigen vergleichen wollten, waren ſie ge⸗ 


noͤthigt, ihren Beweiſen eine neue Wendung zu ge- 
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Der kate Satz im raten Buche der Elemente 


Euklid's enthält den erſten Verſuch dieſer Art, der 


auf uns gekommen iſt. Er hat den Beweis zur Ab⸗ 
ſicht, daß die Eirfelflächen ſich verhalten wie die 
Quadrate ihrer Diameter. Hier iſt ein Uebergang 
vom Endlichen zum Unendlichen; denn in dem vor⸗ 
hergehenden Satze beweiſt Euklides, daß dieſes Ver⸗ 
haͤltniß dem Verhaͤltniſſe ahnlicher in zwey verſchiede⸗ 
nen Kreiſen beſchriebenen Polygone gleich ſey, und es 


ſcheint mir einleuchtend, daß der Geometer, wer es 


auch ſey, der dieſe Wahrheit zuerſt entdekte, einge⸗ 
ſehn, daß ſie unabhaͤngig von der Anzahl der Seiten 
des Polygons waͤre, und daß die Polygone ſich dem Kreis 
deſto mehr naͤherten, je mehr Seiten fie hätten, woraus 


er nach dem Geſetze der Stetigkeit nothwendig ſchlie⸗ 


ßen mußte, daß die Eigenſchaft der Erſten auch den 
Zweyten zukaͤne. 
Heut zu Tage wuͤrde man den durch dieſe Schluß⸗ 


reihen herausgebrachten Satz als hinlaͤnglich erwieſen 


anſehen, und die meiſten Buͤcher uͤber die Anfangsgruͤn⸗ 
de geben nicht einmal fo vollſtaͤndige Beweiſe. Die AL 
ten aber waren in dieſer Ruͤckſicht ſchwieriger, als 
wir, und erlaubten ſich nie zwey Größen mit leinan⸗ 
der zu verwechſeln zwiſchen welchen ein auch noch ſo 
kleiner Unterſchied waͤre. — Um den Satz, deſſen 
Wahrheit fie durch die angezeigten Betrachtungen fo 
zu ſagen geahndet hatten, außer Zweifel zu ſetzen, 
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ſuchten fie zu erweiſen, daß das Verhaͤltniß der 
Kreiſe zu einander nicht großer und nicht kleiner ſeyn 
koͤnnte als das Verhaͤltniß der Quadrate ihrer Dia⸗ 
meter, und um dahin zu gelangen „fingen ſie damit 
an, daß ſie bewieſen, es ließe ſich im Kreiſe ein Pos 
lygon beſchreiben, zwiſchen welchem und dem ihm cor⸗ 
reſpondirenden um den Kreis beſchrieb enen Polygone, 
und alſo noch weit mehr zwiſchen welchen und dem 
Kreiſe der Unterſchied kleiner waͤre, als irgend eine 
gegebene Groͤße. — Archimedes erhob ſich durch bey⸗ 
nahe ahnliche Mittel zu viel ſchwerern Satzen wie 
z. B. die Verhaͤltniſſe der Oberfläche und der koͤrper⸗ 
lichen Inhalte des Cylinders und der Kugel, die Qua⸗ 
dratur der Parabel, und die Eigenſchaften der Spi: 
rallinien, aber es iſt nicht glaublich, daß er fie fo 
entdeckt hat, wie ſie uns uͤberliefert ſind. 

Dieſe Wahrheiten von einer Art, mit welchen 
die Koͤpfe der Mathematiker noch nicht vertraut wa⸗ 
ren, mußten nothwendig vielen. Widerſyruch finden, 
und der Mann von Genie, der ſie zuerſt aus der 
Dunkelheit, welche ſie verbarg, hervorzog, ſahe wohl 
ein, daß die Entwickelung der Ideen, welche ihm in 
ſeinen Unterſuchungen geleitet, nicht hinreichend ſeyn 
wuͤrde diejenigen zu uͤberzeugen, welche ſich aus Unwiſ⸗ 
ſenßeit, wozu ſich oft Neid geſellt, gegen alles 
auflehen was ihnen uͤberlegen iſt. Dies iſt | nicht ei⸗ 
ne bloße een Archimedes, in dem Schrei⸗ 
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ben, worin er ſein Werk uͤber die Quadratur der 
Parabel ſeinem Freunde Doſithees widmet, antwortet 
denen, welche etwa Zweifel gegen feine Beweiſe er⸗ 
haben mögten zum voraus, indem er ſich auf das 
Beyſpiel ſeiner Vorgaͤnger beruft.) 
Als nach funfzehn finſtern Jahrhunderten die 
Fackel der Wiſſenſchaften von neuen angezuͤndet, als 
die Schriften des Euklides ſund Archimedes uͤberſetzt 
und erläutert wurden, ſuchte man den Faden wieder 
aufzufinden, der ſie muthmaßlich in ihren Entdeckun⸗ 
gen geleitet hatte, aber man merkte bald, daß ihnen 
mehr daran gelegen geweſen, ihre Zeitgenoſſen zu 
überzeugen, als zu unterrichten, man ſah ſich alſo 
genoͤthigt, ihre Spuren zu verlaſſen, und ſuchte ſich 
neue Bahnen zu brechen. Ohne Zweifel bewogen dieſe 
Urſachen den Ca valleri, ſich von der bis dahin uͤbli⸗ 
chen aͤußerſten Strenge zu entfernen, und führten ihn auf 
die Methode der untheilbaren Größen, Die 
ſem zufolge betrachtet er die linien als beftehend aus lau⸗ 
ter Puncten die Flaͤchen als beſtehend aus linien die Koͤr⸗ 
* per 
92 Usi autem sunt eodem lemmate etiam Geometrae, qui 
ante nos floruerunt 2 . . 5 5 3 
vontigit autem, ut ugieuique horum, quae diximus 
theorematum non minor quam lis, quae sine hoc lem- 
mate demonstrata sunt, fides adbibita sit; pari fide 
nuper iis, quae à nobis edita sunt coneiliatä (Archimed, 
oper Oxoniae, 1792, p. 18). 
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per als beſtehend aus Flächen. Dieſe Methode empfahl 
ſich durch die Kürze die ſie den Beweiſen gab. Er ſuchte 
die Bändigfeit derſelben dadurch darzuthun, daß er 
die Reſultate, worauf ſie fuͤhrte mit den Reſultaten 
verglich, welche die Alten nach ihrer Methode, gege⸗ 
ben hatten. Dies gab ihm Muth ſich in ein unbe⸗ 
kanntes land zu wagen. Er wurde ſeiner Principien 
wegen angegriffen, aber er vertheidigte ſich, indem er 
zeigte, daß ſie in Archimedif ſche uͤberſetzt werden koͤnn⸗ 
ten. „Die Flächen und linien, deren Verhäͤltniſſe 
„Cabpalleri unterſucht, ſagt Monrwela, find nichts 
„anders als die nach Archimedes Methode in ſo gro⸗ 
„ßer Menge eingeſchriebene und umſchriebene kleine 
„Körper oder Triangel, daß der Unterſchied zwiſchen 
„ihnen und der Figur die fie umgeben, kleiner wird, 
„als jede gegebene Größe, aber ſtatt daß Archimedes, 
nſo oſt er die Verhältniffe einer krummlinigen Figur 
„zu einer bekannten zeigen will, einen langen Um. 
„ſchweif von Worten gebraucht, und eine indirect 
„Beweiſesart anwendet, ſchwingt ſich der neuere 
„Geometer gewiſſermaßen ins Uneudliche; und faßt 
„in Gedanken die Grenze dieſer beſtaͤndigen Theilun⸗ 
„gen auf, welche endlich den Unterſchied zwiſchen den 
geradlinigen und krummlinigen Figuren um oder in 
i welche jene beſchrieben find aufheben muͤſſen.) Das 
a5 Wort 
*) Oder genauer, aufzuheben ftreden, 
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„Wort untheilbar, iſt wenn man will, unei⸗ 
„gentlich, doch kann fuͤr die Geometer daraus kein 
Kachtheil entſtehn — Ich ſetze hinzu wenn man es 
in ſeiner richtigen Bedeutung nimmt, und nie ver⸗ 
gißt, daß es nur ein abgekuͤrzter Ausdruck iſt. 
Roberv al betrat in Frankreich dieſelbe Kuf⸗ 
bahn, welche ſich Cavalleri in Italien eröͤfnet 
batte. Indem er ſich durch das Studium der Werke 
des Archimedes eine Methode zur Aufloͤſung der Pro⸗ 
bleme über krummlinige Higuren ſuchte, fand er die, 
welche er in ſeiner Abhandlung von den untheilbaren 
Größen Hinterlaffen hat, und die ſich von Cavalleri's 
Methode nur in den Ausdrucken unterſcheidet. Aus 
Begierde, ſich über feine Mivale Triumphe vorzube⸗ 
halten, verbarg er ſeine Entdeckungen. Die Erſchei⸗ 


nung des Werks von Cavalleri brachte ihn um alle 


Vortheile derſelben, und ſtrafte ihn dafuͤr wie er 
es verdiente, daß er auf die Eingebungen einer uͤbel⸗ 
verſtandenen Eigenliebe gehoͤrt hatte. Roberval er⸗ 
fand auch eine Methode um die Tangenten an die 
Curven zu ziehn. Dieſe iſt in ihren Principien aller⸗ 


dings ſehr ſinnreich, ſteht aber doch der Methode des 
Descartes, mit der fie mehrere haben parallel ſtellen 


wollen, um vieles nach, weil fie in den meiſten Faͤl⸗ 
len nichts thut, als die Schwierigkeit des Problems 


hinausſchieben. Des Descartes Methode hingegen 


Hebe fuͤr alle algebraiſche Cutven eine Verfahrungs⸗ 


art 
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art an, deren Geiſt leicht zu faſſen iſt, und deren 

Anwendung immer zum vorgeſteckten Ziele fuͤhrt. 
Es ſcheint mir „daß ſie damals als ſie erſchien, 
nicht nach ihrem ganzen Werthe geſchaͤtzt wurde. 
Ohne Zweifel enthalten die Schriften der Alten Un⸗ 
terſuchungen, die eine weit größere Auſtrengung des 
Kopfes erfordern, und deswegen mehr bewundert 
werden; aber ſollte man nicht vor der uͤberwundenen 
Schwierigkeit folhen Methoden den Vorzug geben, 
welche durch ihre, Fruchtba keit die Arbeit vermindern, 
und allen zuganglich machen, was ſonſt nur der An 

theil ausgezeichneter Koͤpfe war? N 0 

Wieviel die Philoſophie und Mathematik dem 
Descartes zu verdanken hat, iſt zu bekannt, als daß 
man zu dem bereits geſagten noch etwas hinzuſetzen 
könnte. Aber vielleicht hat man A uͤberſehn, was 
5 dieſem großen Manne vor den Geometern ſeiner Zeit 
einen ausgezeichneten Vorzug giebt. So ſehr er auch 
auf ſeinen Ruhm bedacht war, ſo ſcheint ihm doch 
die Fortpflanzung der Wiſſenſchaften noch mehr am 
Herzen gelegen haben; denn ſeine Werke ſtellen im⸗ 
mer die Geſchichte ſeiner Meditation dar, und brin⸗ 
gen die, welche die von ihm angefangenen Unterſu⸗ 
chungen weiter treiben wollen, auf den rechten Weg. 
Man kann ſagen, daß er damals der einzige war, 
welcher mit der Zierlichkeit und Einfachheit ſchrieb, 
welche der Styl in wiſſenſchaftlichen Werken im⸗ 
Mer 
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mer haben ſoll. Er konnte die allgemeinen Methoden 
die er inne hatte, zur Auflöfung der ſchwerſten Aufga⸗ 
ben benutzen, und nach Art der Alten nur die Reſultate 
davon bekannt machen, er haͤtte ſich doch unter den da⸗ 
maligen Mathematikern einen großen Namen gemacht; 
aber auf die Dankbarkeit der Nachwelt wuͤrde er weit 
weniger Anſpruch haben. 

Fermat war ſchon vor dem Descartes im Beſitze 
einer Methode der Tangenten, aber machte ſie erſt bes 
kannt, nachdem Descartes die ſeinigen mitgetheilt; er 
fügte auchteine Methode des Maximum und Mini⸗ 
mum hinzu. Dieſe Methoden ſind einfacher als die des 
Descartes, fie wurden aber von Fermat nur angedeu⸗ 
tet, welcher weit entfernt die edle Freymuͤthigkeit des 
Descartes nachzuahmen, es im Dunkeln ließ (wenig⸗ 
ſtens gilt dies von feiner Lehre vom Maximum und 
Minimum,) welcher Weg ihn dahin gefuͤhrt, und auf 
welche Art man ſie erweiſen koͤnnte. Descartes glaubte 
anfangs, daß dieſe beyden Methoden falſch waͤren; in 
der Anwendung, die er von der Methode der Tangenten 
machen wollte, verallgemeinerte er weniger Weiſe die 
Betrachtungen, die ſich auf den beſondern Fall bezogen, 
deſſen Fermat ſich zum Beyſpiele bedient, und es war un⸗ 
moͤglich, ihn auf diefe Regel zuruͤckzuleiten, die er nach ſeie 
ner Art verbeſſerte. Er blieb auch immer der Mey⸗ 
nung, daß Fermat erſt nach ihm das Mangelhafte der⸗ 
ſelben eingeſehn. ö 
N 5 Durch 
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Durch eine Menge von Entdeckungen, deren meh: 
rere ſich auf die Zahlen beziehn, und welche die beyden 
beruͤhmteſten 2 Anal Ipften unſers Jahrhunderts beſchaͤftigt 
haben, hat Fermat Beweiſe eines großen Genies ge⸗ 
geben. 

Man hat — daß er Descrates erſehk hätte, 
wenn dieſer nicht gelebt hätte, ich gebe es zu, wenn man 
ihn nach der Wichtigkeit feiner Arbeiten, und den Schwie⸗ 

rigkeiten die er überwunden hat beurtheilt. Aber ich den⸗ 

ke, daß es zu zweifeln erlaubt ſey, ob er zur Fort— 
pflanzung der Wiſſenſchaft ſoviel bengetragen haben 
wuͤrde, als fein Nebenbuhler, durch feine mittheilen— 
den Karakter, und die einfache Art, womit er das Re⸗ 
ſultat ſeiner Unterſuchung darſtellt, that. 

Fermat hatte vor dem Deskartes, welcher immer⸗ 
waͤhrend in eine Menge Streitigkeiten verwickelt war / 
die ihm der Neid zuzog, und der ſich uͤberdieß mit einer 
Menge verſchiedener Gegenſtaͤnde beſchaͤftigen mußte, 
den Vorzug ſich der Geometrie, ohne andere Zerſtreuun⸗ 
gen, als die ihm die Pflichten ſeines Amtes auflegten, 
ganz widmen zu koͤnnen. Dieſes anhaltende Nachden⸗ 
ken uͤber einen einzigen Gegenſtand, mußte nothwendi⸗ 
ger Weiſe fein Genie unterſtüͤtzen die größten Schwie- 
rigkeiten zu uͤberſteigen, und auch zur Vervollkomm⸗ 
nung der Methoden beitragen, die er erfunden hatte: 
denn bey der Schaͤtzung der Werke geiſtiger Kräfte 
kommt die Zeit eben Kolk in Betrachtung, als bey der 

N b Schaͤ⸗ 
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Schaͤtzung der Wirkung phyſiſcher Kraͤfte. leibnitz und 
Newton werden uns bald Gelegenheit ‚rei dieſe Ber 
merkung zu he 

Huygens war der erſte, der die EN Regeln des 
Fer mat bewies, Sluze ſtellte hernach eine ſehr ein⸗ 
fache Methode auf, die Tangenten zu ziehn, welche im 
Grunde nichts anders iſt als Fermats Caleul in Wor⸗ 
ten ausgedruͤckt, und von allem uͤberfluͤſſigen befreyt. 

Endlich erſchien Barrow mit feinem karakteriſti⸗ 


ſchen Triangel, welcher nichts anders als der Differenz 


tial⸗Triangel iſt, und erreichte fa den hoͤchſten Grad der 
Einfachheit, deren die Methode der Taaganten, in Be: 
ziehung auf die algebraiſchen Curven fähig if. Um die 
Geſchichte von der Aufgabe der Tangenten nicht zu un⸗ 
terbrechen, habe ich die Fortſchritte, welche in der all 
gemeinen Auflöfung der Quadraturen ſeit Cavalleri ges 
macht wurden, bei Seite gelaſſen, Gregor von St. 
Vinzent, Roberval und Pascal machten in dieſer Mas 
terie wichtige Fortſchritte; deren Aufzöhlung aber 
nicht hieher gehört, weil fie dieſelben nur der Anwen⸗ 
dungder Methoden der Alten, oder der Methode des Un⸗ 
theilbaren, zu verdanken hatten. Doch muß man 
hievon die Methode ausnehmen auf welche St. Vin⸗ 
cent durch Betrachtung der Reihe in und um dieſelben 
Curven beſchriebener Rectangel gefuͤhrt wurde. Dieſes⸗ 
konnte die Idee veranlaſſen, den Integralcaleul auf die 
Quadraturen e nt 
In 
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In der Arithmetik des Unendlichen von 
Wallis, ſieht man die erſten Spuren von der Anwen⸗ 
dung des algebraiſchen Calculs auf die Quadratur der 
Raume, eine Anwendung die ſich auf die Methode des 
Untheilbaren gruͤndet. Wallis zieht die Reihen in 
Betracht, und ſucht die Summe derſelben durch ihre er⸗ 
ſten und letzten Glieder auszudrucken; er gelangt auf 
dieſe Art zur Kenntniß diefer Summe, oder vielmehr 
ihrer Grenzen, in dem Falle, wo die Anzahl der zu ſum⸗ 
mirenden Glieder unendlich, das letzte Glied es aber 
nicht iſt. Indem er nun ferner die Flaͤchen alsaus finien 
beſtehend anſieht, deren Längen nach einem beſtimm— 
ten Geſetze zu oder abnehmen, ſo findet er fuͤr dieſe 
Flachen den Ausdruck, indem er die Reihen der linien, 
woraus ſie zuſammengeſetzt ſind, ſummirt. Dieſer 
Met hade zufolge ‚hängt die Berechnung des Flaͤchenin⸗ 
halts eines Triangels von der Summirung der Be 
tiſchen Progreſſion ab. 

Wallis erwies durch ſeine Methode die Hauptregel 
fuͤr die Quadratur derjenigen Curven, deren Ordinate 
irgend einer Potenz der Abſelſſe proportional iſt; und 5 
bekam dadurch die Regel auch für. diejenigen Curven des 
ren Ordinate durch eine Reihe der Monomen ausge⸗ 
druͤckt iſt. Die Interpolations- Methode die er 
ebenfalls erfand, um gewiſſe Curven zu quadri⸗ 
ren, deren Gleichung gewiſſermaaßen zwiſchen zwey 
andern begriffen war „welche feige erſte Methode 

errei⸗ 
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erreichen konnte, verdient vornehmlich die Aufmerkſam⸗ 
keit feiner Leſer; denn fie enthaͤlt den Keim der ſchoͤnſten 
Entdeckungen des Newton, und macht noch heutiges 
Tages den wichtigſten Theil der Theorie der Reihen aus. 
Dieſe Methode fuͤhrte den Wallis zu ſehr merkwür digen 
Ausdruͤcken für die Kreisflaͤche. 

Wallis muß in die Claſſe der Geometer geſetzt wer⸗ 
den, welche auf die Fortſchritte der Analyſis den groͤß⸗ 
ten Einfluß gehabt haben, denn außer den ihm eigenthuͤm⸗ 
lichen Entdeckungen kann er noch Anſpruch auf den 
größten Theil derjenigen machen, auf welche die meiſten 
der mit ihm gleichzeitigen Geometer durch Betrachtung 

der von ihm erfundenen Reihen geleitet wurden. 
Neil und Ban-Heuraet gaben in einer der eubiſchen 
Parabeln, das erſte Beyſpiel einer rectificirten Curve 
und das Mittel das Van Heuraet gebraucht, führt das 
Problem der Nektificarion auf das Problem der Quadra⸗ 
turen zuruck. Browuker und Mercator trieben die 
Entdeckungen des Wallis weiter, und gelangten fuͤr die 
Quadratur des Krieſes und der Hyperbel zu den erſten 
bekannt gewordenen Reihen; der erſte entdeckte in den 
Kettenbruͤchen eine neue Art unendlicher Reigen. Man 
muß bemerken, daß der Fundamental⸗Grundſatz von 
der Rectificirung der Eurven, deſſen ſich Neil bediente, 
und der Fundamental⸗Grundſatz der Reduction aus 
unendlichen Reihen beſtehendee Brüche, wodurch ſich 
Mercator in den Beſiß der Quadratur der Hyperbel 
ſetzte. 


Vorrede. xvIr 


ſetzte, dieſe beyden Principien befinden ſich ſchon in 
Wallis Werken. 

Dieß war ungefaͤhr der bekannte Zuſtand der 
Wiſſenſchaft, als im Jahr 1669. auf Barrows Wer: 
anlaſſung zwiſchen Newton und Collins ein Brief⸗ 
wechſel zu Stande kam: Barrow theilte dem Collins 
im Monath July dieſes Jahres Mewtons Schrift 
mit, welche den Titel führe: De analyſi per aequatio- 
nes numero terminorum infinitas; und bezeichnet 
ſelbſt in einem feiner Briefe, den Caracter der New⸗ 
tonſchen Methode, er betrachtet ſie als eine Erweite⸗ 
rung von Mercators Methode, als eine Erweiterung, 
welche mit dem Stempel des Genies bezeichnet, und 
in ſeiner Art nichts zu wuͤnſchen übrig laͤft. Am 
Ende jener Schrift bemerkt Newton, daß er im 
Stande ſey, die Tangenten an die mechaniſchen Cur⸗ 
ven zu ziehn; jedoch giebt er hiervon kein Beyſpiel, 
und ſetzt weiter unten hinzu: Sed ista narrandi non 
est locus. 

Barrow, Collins und Oldembutg verbreiteten 
durch ihren Briefwechſel die analytiſchen Entdeckun⸗ 
gen des Newton; fie machten den Gegenſtand derfel- 
ben mehreren Geometern des feſten Landes bekannt, 
wie z. B. dem Sluze und Borelli, 

Im Jahr 1672 erſcheint leibnitz zum erſten⸗ 
male auf der Bahne. Er war damals in london 
und theilte mehreren Mitgliedern der Koͤnigl. Geſell— 

b ſchaft 


XVIII Vorrede 


. ſchaſt e einige Untekſühunzen uͤber die Theorie der Dif⸗ 


ferenzen der Zahlen mit, man zeigte ihm, daß er 
mit Mouton, einem Geometer aus hon hierin zu— 
ſammengetroffen ſeh. Bald verließ er dieſe Art Be⸗ 
ſchaͤftigung, um ſich in der Lehre von den Reihen zu 
unterrichten, welche die Aufmerkſamkeit aller Geome⸗ 
ter auf ſich zog. Im Jahr 1674 kuͤndigte er dem 
Oldemburg, den er auf ſeiner Reiſe nach England 
kennen gelernt hatte, an, daß er ſehr wichtige Sehr: 
ſaͤze in Beziehung auf die Quadratur des Kreiſes 
durch die Reihen, und außerdem ſehr allgemeine ana⸗ 
lytiſche Methoden beſitze. Oldemburg antwortete auf 
feine Briefe, er glaube ihn benachrichtigen zu muͤſ⸗ 
ſen, daß Gregory und Newton auch Methoden ge⸗ 
funden haͤtten, welche die Quadratur ſowohl geome⸗ 
triſcher als mechaniſcher Curven gaͤben und ſich auf den 
Kreis erſtreckten. Ich uͤbergehe alle Briefe, welche 
in Bezug auf die Reihen geſchrieben wurden, weil 
kein Zweifel iſt, daß die engliſchen Geometer von 
dieſer Seite vor Kibnig den Vorſprung hatten; aber 
allen die einige Unpartheilichkeit haben, wird es ein 


leuchten, daß er dieſen, welche ihm zuvorkommen, 


nur die Nacheiferung ſchuldig ſey, welche in Männern 
von Genie — die ausgezeichneten Arbeiten ihrer Zeit⸗ 
genoſſen immer erwecken, und daß er ſeinerſeits durch 
ſelbſtgeſchaffene Mittel die Reihen fand, deren Entde⸗ 


ckung man ihm ſo oft ſtreitig gemacht hat. 
Di 
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Die erſte unmittelbare Mittheilung zwiſchen New⸗ 

ton und leibnitz, findet ſich in einem Briefe den er am 13. 
Juny 1676 an Oldemburg ſchrieb. Die ehrvollen 
Ausdruͤcke, in welchen er von feibniß im Anfang die⸗ 
ſes Schreibens ſpricht, beweiſen, daß er ihn zu ſchaͤ⸗ 
gen wußte. In dieſem Schreiben, das er verfaft, 
hatte, um Leibnitzen zu Geſicht zu kommen, handelt 
nur von Reihe; und eben ſo iſt es in der Antwort, 
die leibnitz an Newton durch Oldemburg uͤbermachte. 
Ich komme zum zweiten Briefe des Newton an 
Oldemburg; der Anfang deſſelben zeigt von Newtons 
Seite Merkmale einer aͤchten und wohlverdienten 
Hochachtung gegen leibnitz; man findet hierauf die 
Anzeige des Weges, der Newton zu ſeinem 
lehrſatze von Erhebung eines Binomiums zu einer be⸗ 
fiebigen Potenz führte. In dieſem Briefe iſt es, wo 
er die Eigenſchaften der Methode der Fluxionen be⸗ 
ſchreibt, ſowohl zur Unterſuchung der Tangenten, als 
auch fuͤr die Quadraturen; aber er verbirgt ſie in ei⸗ 
nem Anagramme von verſetzten Buchſtaben. Man 
muß wohl bemerken, daß alles uͤbrige ſich bloß auf 
die Reihen bezieht; daß die Beſchreibung der Vorzuͤ— 
ge der Mewtonſchen Methode, nur die Anfzählung def 
fen zeigte, was diejenigen natuͤrlicherweiſe wuͤnſchen 
muͤßten, welche die bis dahin bekannt gewordenen Me⸗ 
thoden der Tangenten und Quadraturen kannten, und 
die Sale bemerkt hatten, wo ſie unzureichend wux⸗ 
- Pe den 


xx „ 


den, und daß man daraus keinen pofitiven Begriff 
ziehen koͤnnte. 


Den 21. Juny 1677 Voith keibnitz dem N 
Oldemburg einen Brief, um ihn Newton mitzu⸗ 
theilen, welcher die erſten Verſuche einer Methode 
enthielt, die ſich auf alles erſtreckte, was Newton's 
Methode begriff; es war der Differentialcaleull Dt 
demburgs Tod, der kurz hierauf erfolgte, machte die⸗ 
ſem Briefwechſel ein Ende, und leibnitz wartete bis 
1684, um der Welt ſeine Entdeckung mitzutheilen, 
die er damals in die Leipziger acta eruditorum ein- 
ruͤckte. 275 

Die getreue Darlegung die ich ſo eben nach dem 
Comercium epiſtolicum zufolge, welches auf Be⸗ 
fehl der Koͤnigl. Geſellſchaft in London gedruckt iſt 
von der Entſtehung des Differential- calculs gemacht 
habe, kann uͤber die unſtreitigen Rechte keinen Zwei⸗ 
fel laſſen, welche Leibnitz auf die Entdeckung dieſes 
Calculs hat; und da er der erſte iſt, der ihm oͤffent⸗ 
lich bekannt machte, während Newton, der feine Ruhe 
feiner Ehre und dem Mutzen feiner Zeitgenoſſen vorz 
zog, ſeine Methode vergeſſen zu haben ſchien, iſt er 
nicht auch derjenige den man in dieſer Entdeckung zu⸗ 
erſt nennen muß? 

leibnitz aͤrntete bis zum Jahre 1699 


ohne Widerſpruch die Enhrenbezeugungen ein, 
a ; wel: 
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f 1 

welche die Schönkeit und Fruchtbarkeit feiner Er ⸗ 
findung verdiente. Newton ſelbſt gab in ſeinem 
Werke von den Principien, welches 1688 erſchien 
eine Probe der Fluxions⸗Methode und lies dabey dem 
5 Leibnitz alle ihm gebuͤhrende Gerechtigkeit widerfah⸗ 
ren. Die Sachen wurden fo geblieben ſeyn ohne den 
groben Ausfall des Fatio von Duillier, welcher zuerſt 
das Recht in Zweifel zog, welches Leibnitz auf die 
Differentialrechnung hatte, und wenn die Leipziger 
Journaliſten ein wenig mehr Feinheit und Anſtand 
beobachtet haͤtten, in dem Auszuge den fie von einem 
Werke Newtons machten; denn man muß geſtehen, 
daß ſie nichts als die Wahrheit geſagt hatten, und 
das Newton ſich nicht wuͤrde haben beklagen koͤnnen, 
hätte nicht Keil aus uͤbertriebener National- Eifer: 
ſucht, den Sinn ihrer Ausdruͤcke entſtellt. Aber das 
wahre Vergehen dieſer Journaliſten beſtand darin, 
daß ſie nicht in das Concert der Sobeserhebunaen eins 
geſtimmt hatten, welches die Engländer mit Recht von 
ihrem hochberuͤhmten Landsmann machten; daraus ent⸗ 
ſtand eine Streitigkeit, welche die Aufmerkſamkeit des 
gelehrten Europa auf ſich zog. Newton ſelbſt nahm 
Anfangs hieran keinen Antheil, Keil griff den Seib- 
nitz lebhaft an, dieſer beklagte ſich daruͤber bey der 
Königl. Geſellſchaft in Sonden mit vieler Mäßigung, 
jener, beſchuldigte ihn laut des Plagiats, dies ver- 
anlaßte die Geſellſchaft, Commiſſarien zu ernennen 

b 3 um 
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um Collins und Oldemburgs Papiere zu pruͤ⸗ 
fen und zu unterſuchen, welche Fingerzeige Leibuitz 
wohl von ihnen haͤtte bekommen koͤnnen. 

Die Commiſſarien begnuͤgten ſich zu entſcheiden, 
daß Newton die Fluxionsmethode früher erfunden, 
welche im Grunde mit der Differentialrechnung einer⸗ 
ley iſt. Aber da fie den Leibnitz nicht für einen Pla: 
giarius erklärten, wie Keil es wuͤnſchte, fo ſuchte 
dieſer es zu erſetzen, indem er die Sammlung von 
Schriften, welche zur Entſcheidung des Rechtshan⸗ 
dels gedient hatten und welche die Geſellſchaft unter 
dem Titel Commercium epiſtolicum drucken lies, 
mit Anmerkungen begleitet, welche eben fo partheiiſch 
als beleidigend fuͤr Leibnitz waren.) 

5 3 f Die 
Es muß auffallen zu ſehen, wie Buffon der da; 

mals noch nicht bekannt war lin der Vorrede zur 
franzoͤſiſchen Ueberſetzung zur Fluxionsmethode⸗ ſich 
man weiß nicht warum zum Echo aller Berfäumdungen 
Keils machte, und von einem Manne wie Leibnitz mit 
einer wirklich unverzeihlichen Unbedachtſamkeit ſprach. 
Um ein Beyſpiel von der Partheylichkeit zu geben, 
die in dieſer Schrift herrſcht, welche außerdem 
mit Unrichtigkeit angefüllt if, will ich neben den Text 
der Anmerkung die Newton in der erſten Ausgabe 
der; Principien gemacht hat, Buͤffons Ueberſetzung 
ſtellen. 

In litteris quae mihi cum Geometrä peritissimo G. G. 


Leibnitio annis ab hine decem intercedebaut, eum 
signi- 


* 
* 
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Die Thatſachen ſprechen hinlaͤnglich, und ich enthalte 
mich in das Detail dieſer Streitigkeiten einzugehen, die 
wie alle litterariſche Streitigkeiten, weit weniger das 
Interreſſe der Wahrheit zum Gegenſtande hatten, als 
die Leidenſchaften und Eigenliebe einiger mittelmaͤßi⸗ 
ger Menſchen, deren Eriftenz ohne die Zwiſte, wel⸗ 
che ſie erregten, ganz im Dunkeln geblieben woͤre. 
Dennoch muß ich bemerken, daß es falſch iſt, was 
Fontenelle ſagt, daß Newton bey der ganzen Sache 
gleiche geblieben wäre; er betrat den Kampfplatz, 

b 4 8 und 


; significarem me compotem esse methodi determinandi 
maximas et minimas, ducendi tangentes, et similia pe- 
ragendi, quae in terminis surdis aeque ac in rationa- 
libus procederet, et litteris transpositis hanc sententiam 
involventibus - [Data aequatione gquotcungue 
fluentes quantitates involvente Auxiones 
invenire, et vice versä] eamdem GELAREM! re- 
scripsit Vir Clarissimus se quoque in ejusmodi mechadum, 
incidisse, et methodum suam communigavit à meä vix 
abludentem praeterquam in verborum et notarum: for- 
mulis, et idea generationis quantitatum. Utrisque fun- 
damentum centinetur in hoc Lemmate. Ph. nat, prince, 
mat. Cantabrid. 1713, vel Amitel. 1714, P. 226. 

„Pai autrefois communiqu& par lettres, au, tres. 
„habile G&ometre M. Leibnitz, ma Möthode; il ma r&- 
„pondu qu'il avoit une Méthede semblable, et qui ng, 
„differe presque point du tout de la mienne, etc." La 
Methode des Flaxions. Pröfgee, Pag. 36. 
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und die Bemuͤhungen des Chamberlayne und des 
Abt von Conti die beyden beruͤhmten Nebenbuhler 
zu verſoͤhnen blieben unnuͤz. Newton blieb dabey, 
dem Leibnitz ſelbſt nach deſſen Tode, die Gerechtigkeit 
i zu verſagen die er ihm ehemals wiederfahren lies, er 
ſtellte ſich Leionitzens Methode mit Barow Tangen⸗ 
ten ⸗ Methode für einerley zu halten, und ſahe auf 
ſich das Dilemma anwenden, welches man Keilen 
vorlegte, entweder unterſcheidet ſich die Fluxionsme⸗ 
thode, welche ihr mit dem Differentialcalcul für eis 
nerley haltet, in Nichts von Barrows Methode, 
oder dieſe letzte iſt nicht der Differentialcalcul. Ja 
in der dritten Ausgabe feiner Principien lies er en, 
weder aus eigenem oder aus fremden Antriebe die 
Anmerkung weg, in welcher er Leibnitzens Rechte an⸗ 
erkannte (Man ſehe die Anmerkung der vorigen 
Seite). 

Die Umſtaͤnde gaben dem Newton vor Leibnitz 
mehr Vortheile voraus als Fermat vor dem Des⸗ 
cartes voraus hatte. Von ſeiner fruͤheſten Jugend 
an unterbrach nichts den Faden ſeiner Nachforſchun⸗ 
gen, welche er auf die Geometrie richtete; das Land 
wo er das leben erhielt war damals die Wiege der 
glaͤnzendſten Entdeckungen, ferner hatte er zum Leh⸗ 
rer einen Mann der ſich unter den Erfindern ausge⸗ 
zeichnet hatte (Bar ow). Freylich vermoͤgen ſolche 
‚Mmftönde nichts 925 das Genie, gleichwohl muß man 

ein⸗ 
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eingeſtehen, daß fie die 5 deſſelben en 
tig befördern. 

Die Studien, welche beibnitz Anfangs, ergriffen 
hatte, die wenige Unterſtͤtzung, welche Deutſchland, 
fein Vaterland, ihm in der Mathematik gewähren 
konnte, alles ſchien ihn von dem Anbau einer Wil 
ſenſchaft zu entfernen, welcher er jetzt den ächteften 
Theil ſeines Ruhms verdankt; auch ſieht man ihn 
erſt nach ſeiner Reiſe nach England auf der Bahn 
der Entdeckungen; hier lernte er aus dem was andere 
geleiſtet hatten, was noch zu leiſten uͤbrig waͤre. Er 
ſelbſt erzähle in mehreren feiner Briefe, mit eben fo 
viel Unbefangenheit als Beſcheidenheit, den Anfang 
ſeiner Fortſchritte, und die Unterſtͤͤtzung die er von 
Huygens empfing, und dieſer beruͤhmte Geometer, 
welcher beibnitzens eigentlicher Lehrer war, wurde ei⸗ 
ner ſeiner Bewunderer. 

Man beſchuldige mich nicht, daß ich Len Maͤn⸗ 
nern, welche den Ruhm ihres Jahrhunderts ausge⸗ 
macht haben, ihren Rang anweiſen wollte; Newton 
hat ſich in ſeinem unſterblichen Werke von den Prin⸗ 
cipien ein Denkmal geſetzt, welches ihm auf immer 
die Bewunderung der Nachwelt verſichert; Aber der 
Glanz ſeiner Anſpruͤche gebietet die ſtrengſte Billig⸗ 
keit gegen feinen Nebenbuhler, welcher unaufßoͤrlich 
von einem Gegenſtand zum andern ſchnell uͤberging, 
einen 155 ausgebreiteten Briefwechſel unterhielt und 
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ohne zur Ausfuͤhrung eines großen Werkes Muſſe zu 
haben, die Ehre einer Entdeckung theilte, welche die 
Geſtalt der Mathematik veraͤndert hat, und der in 
einer kleinen Anzahl von Briefen und. Schriften eine 
Menge ſinnreicher Gedanken ausſtreuete, welche den 
Keim zu den ſchoͤnſten Theorien in ſich ſchloſſen. 
Die Entdeckung des Differentlalcalculs blieb 
einige Zeit unfruchtbar; und keibnitz, um die Auf⸗ 
merkſamkeit der Geometer wieder aufzuwecken, legte 
ihnen im Jahre 1687 die Aufgabe vor, die Beſchaf⸗ 


fenheit der Curve zu beſtimmen, die ein ſchwerer Koͤr⸗ 


per durchlaufen muͤßte, um in gleichen Zeiten gleich⸗ 
foͤrmig ſich zu ſenken. Huygens war der erſte der 
die Yuflöfung des Problems gab, ohne aber die Me⸗ 
thode anzuzeigen, deren er fich, bedient hatte. 
Jakob Bernoulli loͤſte es ebenfalls durch 
den Differentialcalcul auf, und machte feine Analy⸗ 
ſis in den Actis Eruditorum 1690 bekannt. 
Johann Bernoulli, jüngerer Bruder des 
vorhergehenden, und deſſen ehemaliger Schuͤler, betrat 
faſt zu gleicher Zeit mit ihm die Laufbahn, und er⸗ 
richtete mit keibnitz einen Briefwechſel, der bis zum 
Tode des letzten dauerte. Er machte auch in Frank⸗ 
reich den Differentialcaleul bekannt, worin er den 
Marquis de I Hopital unterrichtete, Leibnitz und die 
Bernoulli loͤſten eine große Anzahl eben ſo neuer als 


ſchwerer Peegleme auf, welche ſie hernach allen Geo⸗ 
f metern 
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taetern vorlegten. Sie nahmen auch die Probleme 
der Kettenlinie und der Curvel des ſchnellſten Falles, 
welchen ſelbſt Gaͤlilai nicht gewachſen war wieder 
vor. 5 le x 

Jakob Bernoulli, unaufhoͤrlich von feinem Bru— 
der, deſſen Lehrer er ehemals geweſen war, geneckt, 
legte ihm, als eine Herausfoderung das Iſoperimetri⸗ 
ſche Problem vor, ein Problem von einer hoͤhern 
Ordnung, als alle mit denen man ſich bis dahin bes 
i : ſchaͤftiget hatte. Gleichwohl muß man eingeftehn, daß 
ſchon vor ihm Newton eines der Art aufgeloͤſt hatte; 
weil er in ſeinem Buche von den Principien, das 
1687 herauskam, die Form des feſten Koͤrpers an⸗ 
gab, welcher von Seiten eines Fluidums in welchem 
er ſi ch bewegt dem mindeſte n Wiederſtande erleidet. 
Aber er hat nicht bekannt gemacht, auf welchen We⸗ 
ge er dahin. gekommen, und hat nirgend angezeigt, 
daß er eine allgemeine Methode habe, um dieſe Art 
Probleme aufzuloͤſen; da doch die Methode die Jakob 
Bernoulli erfand, eine Analyſis darbietet, herrlich durch 
ihre Zierlichkeit und weit erhaben uͤber alles was bis 
dahin geleiſtet war. 

Der Differentialcalcul erhielt jeden Tag neue 
Erweiterungen; man hatte ihn auf die Theorie der 
Evoluten angewandt, eine der merkwuͤrdigſten Ent⸗ 
deckungen, die man Huygens verdankt. Aber noch 

war kein Werk vorhanden, worin man ſich daruͤber 
5 unter 
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unterrichten konnte; als im Jahre 1699 1 Hopital, 
einer der wenigen Geometer, welche mit dem Diffe⸗ 
rentialcaleul fortgeſchritten waren und ſelbſt Antheil 
daran genommen hatten, feine Analyſis des Unend⸗ 
lich kleinen herausgab. Dieſes Buch war lange 
Zeit das Beſte, welches man uͤber dieſe Materie 
hatte, aber es ließ noch immer eine Abhandlung vom 
Integral⸗Caleul zu wuͤnſchen uͤbrig, worin ſich Ho. 
pital nicht einlaſſen wollte; weil er wußte, daß Seib: 
nitz ein großes Werk unter Haͤnden hatte, welches 
er unter dem Titel: de feientiä infiniti, bekannt ma⸗ 
chen wollte; das er aber nicht vollendet hat. Der 
Integralealcul ſtellte vielmehr Schwierigkeiten dar, 
als der Differentiafcaleul. Die erſte allgemeine 
Methode, die man in dieſem Caleul fand, war die 
Methode der Integration der rationalen Bruͤche; wel⸗ 
che Johann Bernoulli im Jahre 1702 herausgab; 
aber von 1694 an hatte er das Mittel angezeigt, die 
Differential Gleichungen durch Abſonderung der vers 
äͤnderlichen Groͤßen zu integriren. Gabriel Man⸗ 
fredi, ein italieniſcher Geometer gab 1707 eine ganze 
Abhandlung über die Gleichungen heraus, worin er 

mit dem Geometer von Baſel zuſammentraf. 
Man muß bemerken, daß waͤhrend, der Diffe⸗ 
rential⸗ und Integral⸗Caleal große Fortſchritte unter 
den Haͤnden der Geometer des feſten landes machten, 
Newton feine Entdeckungen zu bergeſſen ſchien. Erſt 
im 
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im Jahr 1706 erfchien feine Abhandlung von der 
Quadratur der Curven; und ſeine Abhandlung der 
Fluxionen kam erſt 1736 alſo lange nach ſeinem To⸗ 
de, ans licht. Das mathematiſche Genie ſchien in 
der Familie der Bernoulli's erblich zu ſeyn. Niko⸗ 
las und Daniel, Söhne Johanns wurden bald 
eben ſo geſchickt, als ihr Vater; Hermann und 
Euler waren ihre Mitſchuͤler; letzterer ſaͤumte nicht 
dem Integralealeul ſchnell Zuwachs zu verſchaffen. 
Die Geometer des feſten Landes vernachlaͤßigten 
die Theorie der Reihen nicht; aber fie Küteten ſich 
wohl ſie zu mißbrauchen, wie die engliſchen Geome⸗ 
ter vom zweyten Range thaten, welche die Reihen 
oft zu Problemen anwandten, deren Auflöfung man 
durch endliche Gieichungen haben konnte, wie es ih- 
nen Johann Bernoulli zeigte; er hatte ſelbſt in die: 
ſem Betrachte Newton einen gegründeten Vorwurf 
zu machen, welcher es zu verkennen ſchien, worin die 
wahre Schwierigkeit eines Problems laͤge, welches 
leibnitz den engliſchen Geometern vorgelegt hatte, nach⸗ 
dem ſie ihm ſeine Rechte auf die Entdeckung des Diffe⸗ 
rentialcalculs ſtreitig gemacht hatten. Nicht in der 
Aufſuchung der Differential» Gleichung, von welcher 
dieſes Problem abhing, beſtand das Verdienſt der Auf- 
loͤſung ſondern in der allgemeinen Integration; New⸗ 
ton der Methoden beſaß, durch die Reihen ſowohl al: 
gebraiſche Gleichungen als auch ſolche die Fluxionen ent⸗ 
hiel⸗ 
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hielten, d. i Differential-Gleichungen, aufzuloͤſen, 
und er glaubte genug gethan zu haben, indem er die Art 
und Weiſe angab, diejenige zu finden auf welche Leibni⸗ 
tzens Problem fuͤhrte, und daruͤber erhob Johann Ber⸗ 
noulli, welchen die Ungerechtigkeit der Engellaͤnder ge 
gen leibnitz, tief ſchmerzte, ein lautes Geſchrey. 
keibnitzes Schule hatte über Newtons Schule einen 
entſchiedenen Vorzug der vielleicht eben fo ſehr der eins 
fachen Methode des erſten, als dem Genie der Ber⸗ 
noulli ſeiner Schuͤler zugeſchrieben werden muß, gleich: 
wohl fehen wir zu dieſer Zeit in Engelland, den Co⸗ 
tes der ſehr jung ſtarb, wie er durch die Entdeckung 
feines Theorems die Grenzen der Methode der Quadra⸗ 
turen erweiterte; den Moivres, (welchen Frankreich 
das Recht hat ſich anzumeſſen) wie er uͤber denſelben 
Gegenſtand zu einigen wichtigen Reſultaten gelangte, 
und den Tay lor, wie er die Methode der Inkremente 
wozu Newton in ſeinem Werke Methodus differen- 
tialis, den Grund gelegt hatte, entwickelt und durch das 
Theorem, welches feinen Nahmen führer, dem Diffe⸗ 
rentialcalcul ſo zu ſagen, das Complement giebt. 

Da die Grenzen dieſer Vorrede mir nicht erlaubt 
haben, die Entdeckungen der Geometer, welche die ver⸗ 
gangenen Jahrhunderte verherrlichten im Einzeln durch⸗ 
zugehn, ſo erlauben ſie mir noch weniger, mit einiger 
Ausfuͤhrlichkeit die zahlreichen Arbeiten derjenigen vor 
Augen zu legen, welche den Ruhm des unſrigen ausge⸗ 
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macht haben oder noch ausmachen; aber dieſes Werk 
ſelbſt, welches ich darbiete, wird hinreichend eigen, 
was man ihnen alles verdankt. 

Als ſich die Schriften. Newtons auf dem feſten 
Lande verbreiteten, ſah man, daß er lange vorher ehe 
geibniß den Differentialcalcul entdeckt hat im Beſitze der 
Fluxionsmethode geweſen war, aber obgleich es dem Ge⸗ 
nie Newtons möglich war, aus feiner Methode alles 
herzuleiten, was Leibnitz aus der feinigen ableiten konnte, 
ſo war die enie doch von einer viel weniger leichten An⸗ 
wendung als die andere; und ſie beruhten auf ſehr ver⸗ 
ſchiedenen Gruͤnden. Leibnitz betrachtete die Größen 

als ſolche, welche durch aufeinanderfolgende Differenzen 
oder durch Spruͤnge ſich verandern; dieſes brachte ihn 
darauf an die Stelle der Curven, Polygone zu ſetzen, 
und daher wuͤrden alle Unterſuchungen die man uͤber ſie 
anſtellen konnte auf die Berechnung geradlinigter Trian⸗ 
gel zuruͤckgefuͤhrt; damit aber das Polygon und die 
Curve aufeinander fielen, nahm er die Differenzen als 
unendlich klein an. Einige mittelmaͤßige Geometer je⸗ 
ner Zeiten, um ſich zu troͤſten uͤber ihre Unfähigkeit die 
neuen Rechnungen zu verſtehen und anzuwenden, dekla⸗ 
mirten vergebens gegen ihre Genauigkeit. Die Ueber⸗ 
einſtimmung der Reſultate, mit denen, welche vorher 
bekannt waren, und die ſynthetiſchen Beweiſe, die 
man von den neuen geben konnte, machten, daß auf die 
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Gegner des Differential- caleuls die Andriffe zuruͤckfielen 
welche ſie auf dieſelbe richteten. 

Leibnitz glaubte wahrſcheinlich, daß diejenigen, 
welche im Stande wären, von dem Differentialcaleul 
Gebrauch zu machen, den Geiſt deſſelben leicht faſſen 

wuͤrden, wenn ſie ihn mit der Methode der Alten zuſam⸗ 
menhielten; denn er vermied dieſen Punet ſich genauer 
zu erffären und fein Stillſchweigen wurde von den Ber⸗ 
noulli und 1Hopital nachgeahmt; als er aber deswegen 
angegriffen wurde, bewies er durch ſeine Antworten, 
daß er daruͤber reiflich nachgedacht hatte. Bey allen 
Gelegenheiten vergleicht er ſeine Methode mit der Me⸗ 
thode des Archimedes, und zeigt, daß fie gewiſſer⸗ 
maßen nur eine den Unterſuchungen angeeignete Abkuͤr⸗ 
zung derſelben iſt; daß fie aber im Grunde auf daſſelbe 
hinauslaͤuft; denn, ſtatt die Differential⸗Groͤße als wirk— 
lich unendlich klein anzunehmen, iſt es hinlaͤnglich einzuſe— 
hen, daß man ſie immer ſo klein annehmen kann, daß ber 
Irrthum welcher aus dem was man in der Rechnung weg⸗ 
gelaſſen hat entſtehet, kleiner iſt, als irgend eine gegebene 
Größe; und um der Einbildungskraft feiner leſer zu Huͤlfe 
zu kommen, führe er einige anſchauliche Beyſpiele an “). 
f Dieſe 

*) Siehe die Note in dieſem Werke Num. 248 und den 
IIl. Theil von Leibnitz Werken, Seite 369, 370, 500. 
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Dieſe Art zu raiſonniren der man, wie mir ſcheint, 
nichts vorwerfen kann, betrachtete Fontenelle als ein 
Geſtaͤndniß, welches leibnitz von der Unzulänglichkeit 
ſeiner Principien ablegte, und ſahe ſo das ganze Ge⸗ 
baͤude, welches er auf den Unendlichen errichtet hatte 
zuſammenſtuͤrzen. Die Klagen die er daruͤber in der 
Vorrede zu feiner Geometrie erhebt, und die in meh⸗ 
reren Werken wiederholt ſind, geben ein Beyſpiel ab, 
mit welcher leichtigkeit die Irrthuͤmer von Buch zu 
Buch uͤbergehn, und zeigen wie wenig Leute darauf 
denken, ſich eine eigene von fremder Autorität unab⸗ 
haͤngige Meinung zu bilden. 

Newton nahm an, daß die linien durch Bewe⸗ 
gung eines Punktes und die Flaͤchen durch die Be 
wegung einer linie entſtaͤnden, und er nannte die 
Geſchwindigkeit, wodurch dieſe Bewegungen beſtimmt 
wuͤrden, Fluxionen. Dieſe zwar ſehr ſtrengen Be⸗ 
griffe, ſind der Geometrie fremd, und ihre Anwen⸗ 
dung kann ſchwer werden. Es iſt ſehr wahr, daß 
wenn man fi einen Punet denkt, welcher ſich mit 
gleichförmiger Geſchwindigkeit auf einer linie bewegt, 
waͤhrend dieſe parallel mit ſich felbit fortgeführt wird 
ſo kann man jede beliebige Curve darſtellen; aber da 
die Geſchwindigkeit des beſchreibenden Punktes in je⸗ 
dem Augenblicke veraͤnderlich iſt, ſo kann man ſie nur 
beſtimmen, wenn man entweder zur Methode der Al⸗ 
ten d. i. der Erhaufionsmerpode, oder zu der Mes 
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thode der erſten und letzten Verhaͤltniſſen feine Zu: 
flucht nimmt; und dieſe letztere iſt es immer, deren 
Newton ſich bedient hat, fo, daß die Fluxionen eis 
gentlich zu reden fuͤr ihn nichts waren als ein Mit⸗ 
tel denen Groͤßen, welche er behandelte, ein in die 
Sinne fallendes Objekt zu geben. Er verſtand unter 
der Methode der erſten und letzten Verhaͤltniſſen, die 
Aufſuchung des Verhaͤltniſſes, welches Größen, 
die mit einander entſtehen und mit einander ver⸗ 
ſchwinden, im erſten oder letzten Augenblicke ihrer 
Exiſtenz unter einander haben; und er fand im erſten 
Verhaͤltniſſe der Raͤume, welche die Ordinate auf 
der Abſeiſſenlinie und welcher der beſchreibende Punkt 
auf der Ordinate durchlaufen hatte, in dem erſten 
Verhäͤltniſſe dieſer Raͤume die er Momente nannte, 
das Verhaͤltniß der Fluxionen der Abſeiſſe zu der 
Fluxion der Ordinate; woreus er die Richtung der 
Tangenten ableitete. Der Calcul war der nemliche, 
wovon Barrow fuͤr ſeine Methode der Tangenten 
Gebrauch machte: die aber Newton vermittelſt feiner 
binomiſchen Formel und der Reduction in Reihen, 
auf die irrationalen Ausdruͤcke ausgedehnt hatte. 
Der Vorzug der Fluxionsmethode vor dem Diffe⸗ 
rentialcalcul, von Seiten der Metaphyſik, beſteht 
darin, daß da die Fluxionen endliche Groͤßen ſind, 
ihre Momente nichts find als unendlich kleine Groͤ⸗ 
ßen von der erſten Ordnung, und ihre Fluxionen ſind 
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noch endlich; auf diefe Art vermeidet man die un⸗ 
endlich kleinen Groͤßen hoͤherer Ordnungen. 

D' Alembert und Euler ſuchten den Diffe⸗ 
rentialcalcul eine Baſis zu geben, die ihnen ſiche⸗ 
rer und feſter ſchien, als die Subordination der un⸗ 
endlich kleinen Größen; jener bediente ſich der Me 
thode der Grenzen; und dieſer betrachtete die unend⸗ 
lich kleinen Groͤßen als abſolute Nullen, die aber ein 
Verhältniß beybehielten abgeleitet von demjenigen, 
welches die verſchwundenen Groͤßen unter ſich hatten 
an deren Stelle jene traten. Ohne Zweifel wird 
man ſich fragen, was man verſtehen kann unter dem 
Verhältniß von Groͤßen, die aufgehört haben, vor: 
handen zu ſeyn, und dieſer Einwurf, den man wie 
der Eulers Metaphyſik macht, laͤßt ſich ebenſowohl 
auf die Methaphyſik der Methode der erſten und letz- 
ten Verhoͤltniſſe anwenden; denn zwiſchen Seyn 
und Nichtſeyn liegt nichts in der Mitte, und von 
dem Augenblicke an, wo die Zuwachſe etwas werden, 
iſt ihe Verhaͤltniß weder das Verhaͤltniß der Fluxion, 
noch das Verhaͤltniß der Grenzen. Carnot, in 
einer Abhandlung, wo er mit vieler Genauigkeit die 


Grundſaͤtze des Differentlalcalcul unterſucht, und 


den er mir mitzutheilen die Guͤte hatte, bemerkt, es ſey 
das Geſetz der Staͤtigkeit, welchem zufolge die verſchwin. 
denden Groͤßen das Verhaͤltniß beybehalten, welchem fie 
ſich ſtufenweiſe naͤherten ehe fie verſchwinden. 
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Diefe Abhandlung von welcher zu wuͤnſchen 
waͤre, daß der Verfaſſer fie, bekannt machte ), bewei⸗— 
ſet, daß, hätte man Worte geſchaffen als man ihrer 
noͤthig hatte, man klarere Begriffe wuͤrde bekommen ha⸗ 
ben. Indem Carnot die Differentialgleichungen 
unvollkommene Gleichungen nennt, wirft er ein gro: 
ßes licht auf ihre Theorie. In der That, wenn 
man die Differentialen, welche ſie enthalten, als 
Größen betrachtet, welche die Zumächfe der veraͤnder⸗ 
lichen Groͤßen repraͤſentiren, ſo finden ſie nur auf 
eine annaͤhernde Art ſtatt; aber ihr Grad von Ge⸗ 
nauigkeit iſt auf gewiſſe Art unbeſtimmt; denn er 
haͤngt von der Kleinheit ab die man bey den Ver⸗ 
aͤnderungen der veraͤnderlichen Groͤßen vorausſetzt; 
und weil nichts dieſe Kleinheit begrenzt, fo koͤnnen 
die Differentialgleichungen der Wahrheit ſo nahe 
ſeyn als man will; dies, find keibnitzens Ideen in 
Analyſis uͤberſetzt. Carnot zeigt hernach, wie die 
unvollkommenen Gleichungen am Ende des Calculs 
ſtreng genau werden, und an welchem Zeichen man 
ihre Rechtmaͤßigkeit erkennt; dieſes Zeichen iſt die 
gänzliche Verſchwindung der Differentialgroͤßen, von 
welchen der Irrthum aufgehen koͤnnte, wenn es des 
ren gebe. Man muß Carnots Arbeit nicht nach dem 
wenigen 


0 Iſt geſchehen unter dem Titel Reflexions fur la meta- 
ER du Caleul infinitefimal. & 
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wenigen beurtheilen, was ich davon geſagt habe; und 
nicht bloß in der ihm eigenthuͤmlichen Art den Dif— 
ferentialcalcul zu betrachten, beſtehet das Verdienſt 
ſeiner Abhandlung, ſondern auch in der Vergleichung 
die er zwiſchen den verſchiedenen Geſichtspunkten ans 
ſtellt, unter denen man dieſen Calcul betrachtet hat. 

Eine Methode, welche fanden im Jahre 1758 
angab, um der Betrachtung des Unendlichen, und 
der Fluxionen uͤberhoben zu ſeyn, kann ich hier nur 
anzeigen; weil fie auf einen ſehr zierlichen algebrai⸗ 
ſchen Lehrſatz beruht, welchen ich in einer Schrift 
wie dieſe nicht vortragen kann. Die Freimuͤthigkeit, 
womit ſich Landen von den Nationalvorurtheilen loss 
macht, druͤckt ſeinem Werke einen ausgezeichneten 
Karakter auf; er iſt vielleicht der einzige von den 
engliſchen Geometern, welcher die Unbequemlichkeiten 
der Fluxionsmethode eingeſtanden hat. 

Die Anwendung des Differentialcalculs Ff die 
Geometrie iſt es, die ihm einen von der gemeinen Algebra 
verſchiedenen Karakter gegeben hat; denn fagrange 
zeigte in den Abhandlungen der Akademie zu Berlin 
1772, daß er auf eine von den Betrachtungen des 
Unendlichen unabhaͤngige Art, analytiſch behandelt 
werden könne. Der Ausdruck der Veraͤnderungen die 
in einer Function vorkommen, wenn man eine oder meh⸗ 
rere Großen die ſie ausmachen, vergroͤßertoder verkleinert, 
kann immer zu einer Reihe gebracht werden, die nach den 
Potenzen der Differenzen dieſer Groͤßen geordnet 
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iſt; die von dieſen Differenzen unabhängigen Coefficien⸗ 
ten, bieten neue Functionen dar, welche von der gegebe⸗ 
nen nach einen regelmaͤßigen Geſetze abgeleitet ſind. 

In der Aufſuchung dieſer Coefficienten und ih⸗ 
rer Eigenſchaften iſt es, worinn der Differentiaſcalcul 
beſteht. Die Funetionen einer einzigen veraͤnderlichen 
Größe, geben nur einen Coefficienten ſuͤr jede Potenz des 
Zuwachſes. Die Functionen von zwey oder mehreren 
veraͤnderlichen Groͤßen, da ſie eine Differenz haben, 
welche man zufolge der gleichartigen Producten der Zu⸗ 
wachſe wie ein Polynom ordnen kann, haben mehrere 
für jede Ordnung. Man kann entweder jeden Coeffi⸗ 
cienten beſonders ſuchen, oder die Relation die fie unter 
ſich haben, und mit der Function, wovon ſie herſtam⸗ 
men; das iſt der Differentialcalcul. Er hat es mit. ge⸗ 
woͤhnlichen Differenzen zu thun, wenn es nur um die 
Function einer einzigen veraͤnderlichen Groͤße zu thun 
iſt; oder hat mit den partiellen Differenzen zu thun, 
wenn es auf die Function von einer von zwey oder noch 

mehreren veraͤnderlichen Größen ankommt. ab 

Der Integralcalcul hat zum Gegenſtande, von 

den Coefficienten zu den Functionen zuruͤckzuſteigen; 
d. h. die umgekehrten Fragen aufzuloͤſen. 
Es iſt zum Erſtaunen, wie dieſe ſo einſache Art 
dem Differentialcaleul einen analytiſchen Urſprung zu 
geben, ſo lange nicht gefunden wurde, es ſcheint, daß 
er ſich Eulern haͤtte darbieten muͤſſen, welcher der erſte 
war, der dieſen Calcul von ſeiner Anwendung auf die 
| | 2 Eur 
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Curven abſonderte, und indem er die Verhaͤltniſſe der 
Differentialien in Buchſtaben ausdruͤckte, die Gleichun⸗ 
gen, welche unendlich kleine Größen e, davon 
befrente, | 
Newton ſelbſt war ſchon auf dem Wege den Dif⸗ 
ferentiaglealcul auf dieſe Art zu betrachten, denn er hat 
ebenfalls die ſucceſſive nach den Potenzen der Differenz 
der Abſelſſe in Meinen entwickelten Ordinaten betrach⸗ 
tet, und die vornehmſten Eigenſchaften dieſer Coefficien⸗ 
ten in Bezug auf die geometriſche Anwendung ange: 
zeigt; es fehlte ihm nur eine Methode ſie gegenſeitig 
von einander abzuleiten; und es ſcheint, daß Taylor 
der erſte war, welche ihre ſucceſſive Bildung durch die 
Fluxionen zeigte, eine Bildung die nichts anders als 
fein Sehrfaß if. 

Die leſung von Lagrange'ns Abhandlung erweckte 
in mir den Wunſch, an einem Werke uͤber den Dif⸗ 
ferential⸗ und Integralcalcul zu arbeiten, welches die 
lichtvollen Begriffe, welche er an die Stelle der Be: 
griffe vom unendlich Kleinen, geſetzt hatte zur Grund⸗ 
lage haben ſollte; und um dieſes Werk fuͤr jeden leſer 
zugänglich zu machen, der die Anfangsgroͤnde der Al⸗ 
gebra beſitzet, mie fie im Bezout, oder Boſſuͤts Lehrbuͤ⸗ 
chern abgehandelt ſind; laſſe ich eine Einleitung 
vorangehn, welche zum Gegenſtand hat, die algebrai- 
ſchen, exponentialen, logarithmiſchen, und Kreisfunc⸗ 
tionen in Reihen zu entwickeln. Die Methode, die ich 
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gebrauche wird vielleicht neu ſcheinen, und ich hoffe 
wenigſtens, daß die Anfänger für meine Sorgfalt mir 
Dank wiſſen werden ſie von den Begriffen des Un— 


endlichen unabhängig zu machen.) 
N Nach 


*) Indem ich den Urſprung dieſes Werkes bekannt ma⸗ 
che noͤthigen mich die Umſtaͤnde unter denen es er⸗ 
ſcheint, die Zeit anzuzeigen, wo ich angefangen habe 
mich damit zu beſchaͤftigen. Seit 1787 ſammelte ich 

die Materialien, und theilte einigen Perſonen die ers 
ſten Entwuͤrfe meiner Arbeit mit; ich ſchrieb davon 
an mehrere berühmte Geometer, damit fie mir die 

Qiuꝛellen aus denen ich ſchoͤpfen könnte, anzuzeigen 
und mich mit ihren Rath zu unterſtuͤtzen die Guͤte 
haͤtten. Hier iſt, was mir Laplace im Januar 
1792 antwortete. „Ich ſehe mit vielem Vergnuͤgen, 
„daß fie an einem großen Werke über den Inte; 
»gralealeul arbeiten. Die Zuſammenſtellung der 
„Methoden, die ſie zu machen gedenken, dient ſie 
„wechſelsweiſe zu erlaͤutern, und das was ſie miteinan⸗ 
„der gemein haben, enthält am öfterften ihre wahre 

„ Metaphyſik und dies iſt die Urſach, warum dieſe 
„Metaphyſik faſt immer das letzte iſt, was man ent⸗ 
„deckt. Das Genie gelangt gleichſam durch Inſtinkt 
„zu den Relationen; und nur indem es über. den Weg 
„nachdenft dem es nebſt andern betreten hat, ge; 
„langt man dahin die Methoden zu verallgemeinern, 
Hund ihrer Metaphyſik zu entdecken!“ f 

Ich habe dieſe Stelle angefuͤhrt mehr wegen den 
Bemerkungen die ſie enthaͤlt, als um zu beweiſen, 
daß ich ſchon vor faͤnf Jahren den Plan entworfen 
habe dem ich gefolgt bin. Der Druck von meinem 
Buche würde im Nov, 1795 angefangen und wegen 
beſondern Urſachen einige Monathe aufgeſchoben; ſeit 
dieſer Zeit tft, Lagrange bey feinem in der polytechni⸗ 
ſchen Schule gehaltenen Vorleſungen wieder auf ſeine 
erſten Ideen zurückgekommen. Seinen Unterricht ha⸗ 

be ich mit allem Intereſſe den er einfloͤßen muß gefolgt; 
aber der fortgehende Druck meines Werks, erlaubte 
nur eine kleine Anzahl feiner Bemerkungen zu bemus 
gen, die ih jedesmal angezeigt habe. a 
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Nach Eulers Beyſpiele, aus welchem ich mehrere 
Stellen uͤberſetzt habe, gebe ich die reine analytiſche und | 
vollſtaͤndige Entwicklung der Principien des Differen- 
tialcaleuls, in derjenigen Allgemeinheit, welche fie ha- 
ben muͤſſen, um den verſchiedenen Zweigen des Inte⸗ 
gralcalculs zu correſpondiren. 

Ich gehe hierauf zu den analytiſchen Ansdenkingen 
über. Die vorzuͤglichſte iſt die Entwicklung der Func⸗ 
tionen in Reihen; ich zeige bey dieſer Gelegenheit die 
Verfahrungsart, welche Lagrange an die Stelle des ana⸗ 
lytiſchen Triangels geſetzt hat, um die größten oder 
kleinſten Grenzen einer Gleichung zu entdecken, und 
welche dazu dient Durch ſucceſſive Sub oſtitutionen die 
convergirende Reihen zu finden, die eine Gleichung 
auflöfen, was der Differentialcalcul nicht immer leiſtet, 
wenn man nicht Transformationen anwenden will. 


Dieſe Unterſuchungen leiden eine unmittelbare 
Anwendung in dem beſondern Falle, wo die Coefficienten 
der Entwicklung der gegebenen Function, nach der Po: 
tenz des Zuwachſes der veraͤnderlichen Groͤße geordnet, 
unendlich werden; und wenn es darum zu thun iſt, den 
wahren Werth der Bruͤche zu finden, deren Zähler und 
Nenner zu gleicher Zeit verſchwinden. Ich befchäftige 
mich in dieſem Capitel noch mit der Umgerjuhung der 

Maxima und Minima. 

Die Unvollkommenheit der Elemente der Algebra 
hat mich gendthigt, eine Digreſſion uͤber die Theorie 
der algebraiſchen Gleichungen zu machen, um einige 
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ihrer Eigenſchaften, wovon man im Integralcaleul 
Gebrauch machen muß, zu zeigen, und ich habe ei⸗ 
nen Theil der Vortraͤge, die Laplace in der Mor: 
malſchule gehalten, den gewoͤhnlichen Leſern faßlich 
gemacht; auch hab' ich einige Anwendungen des Dif⸗ 
ferentialcalculs auf die Theorie der Gleichungen ge⸗ 
zeigt. Die beyden folgenden Kapitel, welche den 
erſten Theil beschließen, enthalten die Anwendung 
des Differentialcalculs auf die krummen Linien, und 
krummen Flaͤchen; dieſe Anwendung aber ſteßt nicht 
wie es gewoͤhnlich der Fall iſt, iſolirt da, ſondern 
als ein Theil einer vollſtaͤndigen Theorie der krum⸗ 
men linien, und krummen Flaͤchen, und dies ſetzt 
den leſer in den Stand das Ganze aller dieſer de 
genſtaͤnde zu umfaſſen. 

Sorgfaͤltig habe ich alle geometriſchen Conſtruc⸗ 
tionen entfernt, um den leſer zu uͤberzeugen, daß ſich 
die Geometrie auf eine Art betrachten laſſe, die man 
analytiſche Geometrie nennen koͤnnte, und welche 
darin beſtehn wuͤrde, aus einer moͤglichſt kleinen An⸗ 
zahl Principien alle Eigenſchaften der Ausdehnung 
durch rein analytiſche Methoden herzuleiten, ſo wie 
es Sagrange in feiner Mechanik in Abſicht des 
Gleichgewichts und der Bewegung gethan hat. 

In den Anmerkungen zu be Gendre's Geome⸗ 
trie findet man ein Mittel angezeigt die Theorie der 
aͤhnlichen Triangel unmittelbar aus den Folgerungen die 
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ſich aus der Aufeinanderlegung ergeben, herzuleiten; dies 
ſetzt einen in den Stand die Gleichung jeder beliebigen 
geraden Linſe zu machen, und wenn man dieſe Glei⸗ 
chung mit der Gleichung des Kreiſes, und der an- 
dern Curven verbindet, ſo kann man auf alle über 
die linien bekannten $ehrfäße kommen, und zwar 
auf eine mehr oder weniger zierliche und geſchmeidige 
Art je nachdem die analytiſchen Kunſtgriffe beſchaffen 
ſind, welche man waͤhlt, Lagrange hat in den 
Memoiren der Akademie zu Berlin im Jahre 1773 
eine Theorie der Pyramiden gegeben, die ein Mei⸗ 
ſterſtuͤck in ihrer Art iſt; aber meiner Meynung nach 
iſt Monge der erſte, der darauf dachte, die Anwen⸗ 
dung der Algebra auf die Geometrie unter dieſer Ge⸗ 

ſtalt zu zeigen. ae: 
Mon glaube nicht, daß ich durch Anpreifung der 
Vortheile der algebraiſchen Analyſis, der Syntheſis, 
und geometriſchen Analyſis den Prozeß machen will. 
Im Gegentheil glaube ich, daß man das Studium 
der Alten heut zu Tage zu ſehr vernachlaͤßigt aber 
ich moͤgte nur nicht, wie es faſt in allen Werken 
geſchehen die geometriſchen Betrachtungen mit den 
algebraiſchen Rechnungen vermischt ſehn; ich halte es 
fuͤr beſſer, jede dieſer Methoden in beſondern Werken, 
ſo weit zu treiben als ſie gehn, ſo daß die Reſultate ſich 
wechſelſeirig aufklären, indem fie gleichſam wie Original 
und Ueberſetzung eines Werkes einander correſpondirten. 
Die Anwendung des Differentiglealculs auf die 
Die 
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Theorie der Curven und Flaͤchen habe ich unter meh⸗ 
rern Geſichtspunkten dargeſtellt; der eine, welcher er: 
plicite den Begriff des Unendlichen nicht entlehnt, ge⸗ 
höre dem Lagrange zu. Abrogaſt war auf feis 
nem Wege ebenfalls dahin gekommen, auch Mewton 
war in feinem Werke von den Principien demfelben 
ganz nahe; noch mehr naͤherte ſich ihm Maclaurin 
in dem zweyten Theile ſeines Werkes von den Flu— 
rionen, wo er von den Maxima und Minima und 
Inflexionspuneten handelt.) Ich habe hierauf die 
Methode der Grenzen gegeben, aber auf eine wie mit 
ſcheint neue Art angewendet durch Taylors Theorem 
endlich habe ich Gebrauch gemacht von den Betrach- 
tungen des unendlich Kleinen. Die Zuſammenſtellung 
dieſer drey Methoden wird ſicherlich die aufmerkſamen 
leſer überzeugen, daß fie nur in den Ausdruͤcken ver⸗ 
ſchieden ſind; und vielleicht werden ſie mit mir der 
Meynung ſeyn, daß die letzte, richtig erklaͤrt, einen 
vorzuͤglichen Werth hat, wegen der Leichtigkeit die fie 
gewaͤhrt, neue Probleme aufzuloͤſen, eine Leichtigkeit, 
wovon Monge's Theorie der Curven von doppelter 
Kruͤmmung (die ich vorgetragen Wes ein merk 
wuͤrdiges Beyſpiel giebt. 

Sobald die Principien des Differentialcalculs feſt, 
geſtellt ſind, bietet der Integralealeul, welcher das 
umgekehrte deſſelben iſt, nichts dar, als eine Samm⸗ 

lung 


*) Stehe Maelaurin. T. M. art. 838 und 866. 
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lung analytiſcher Verfahrungsarten, welche man nut 
ſo zu ordnen hat, daß ihre Beziehungen ſichtbar wer⸗ 
den. Der Plan des Werkes, welchen Euler über die⸗ 
ſen Calcul geliefert hat, ſchien mir unter allen der 
beſte, den man befolgen koͤnnte; ich habe mich dar⸗ 
nach gerichtet; aber ich habe all das neue hinzugefügt, _ 
welches er nicht enthielt, und mehrere von Eulers Mies 
thode habe ich durch andere erſetzt, die wir denn La⸗ 
grange, dem Laplace und dem Legendre verdanken. 
Die Entwicklung der Functionen in Reihen fuͤhrt 
auf den Differentialcalcul; der Integralcalcul lehrt 
neue Functionen kennen, welche man nur durch Rei 
hen ausdruͤcken kann; und die Betrachtung dieſer letz, 
ten giebt demjenigen Calcul ſeine Entſtehung, der es mit 
endlichen Differenzen zu thun hat; ich nenne ihn ſchlecht⸗ 
weg den Differenzencalcul. Dies find die 
Gruͤnde, welche mich beſtimmt haben dieſen Caleul vom 
Differentialcalcul zu trennen, den er indeß implieite 
als beſondern Fall in ſich ſchließt. — Meiner Meinung 
nach gewährt dieſe Anordnung einen ſehr erheblichen 
Vortheil, den nemlich, daß ſie die ganze Theorie der 
Reihen, welche ſich in faſt allen davon handelnden Wer⸗ 
ken zerſtickelt befindet, in einem einzigen Sehrbegriffe 
vereinigt. Dies iſt feit Jakob Bernoulli und Stier⸗ 
ling nicht geſchehn, ungeachtet die durch Eulers, la⸗ 
grange's und laplace's Arbeiten, zu weſchen fo eben 
noch Prony in ſeiner Abhandlung von der Differen— 
tial⸗ 


entſteht. 
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tialmethode mehrere zierliche Formeln hinzugefügt hat, 
die Materialien außerordentlich angewachſen find. 
Hiedurch nähere ich die Theorie der wiederkeh⸗ 
renden Reihen, welche aus der Entwickelung der Bruͤ⸗ 
che hergeleitet wird, derjenigen, welche aus der In⸗ 
tegrirung der lineairiſchen Gleichungen zu en 


Der. Anhang, in welchem ich alles was die Mei, 
hen betrift, abhandle, „enthält außerdem noch dieje⸗ 
nigen Methoden, welche zwar ſehr nuͤtzlich und von 
ſehr weiten Umfange ſind, gleichwohl ſchwer in dem lehr, 


begriff des Integralcalculs aufgenommen werden fön- 


nen, weil ſie von Principien abhangen die von den 
Principien der Integrirung im eigentlichen Verſtande, 
zu ſehr abweichen, dahin gehört die Interpollations⸗ 
methode, dahin die Reihen, welche vermittelſt einer 
gewiſſen Anzahl von Ordinaten der Curven, die Släs - 
chen derſelben geben, dahin endlich die ſinnreithen 
Methoden, wodurch Euler die Gleichung des Riccatti 
und Laplace in einem ganz eignen Falle die lineaitiſche 
Gleichung die zu partiellen Differenzen gehoͤrt integrirt. 


Alle diejenigen, welche Mathematik ſtudiren 
muͤſſen den zurückgelegten Weg von neuem durchlau⸗ 
fen, um die erworbnen Kennkniſſe zu ordnen, aber 
man erſpart ihnen viele Mühe, und ihre Begriffe ord⸗ 
nen ſich leichter, wenn man ihnen große Abtheilun⸗ 
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gen an die Hand giebt, an welche ſich die verſchie⸗ 
denen Methoden wieder anknuͤpfen. 
Ich habe dieſen Zweck bey der Einleitung mei⸗ 
nes Werkes vorzuͤglich vor Augen gehabt, und ich 
habe es ſo eingerichtet, daß jedes Kapitel ein vollſtaͤn⸗ 
diges Ganze ausmachend, mit den vorhergehenden 
nur durch die Natur des Gegenſtandes, im allgemei⸗ 
nen aber nicht durch das Detail der Behandlung ver⸗ 
bunden iſt; und um die fuͤr alle Elementarbuͤcher fo. 
wuͤnſchenswuͤrdige Klarheit zu erreichen, habe ich es 
mir zum Geſetz gemacht, dem leſer keinen Calcul 
vor Augen zu legen, ohne deſſen Zweck und Geiſt 
kennen zu lehren; endlich habe ich alle Sorgfalt an⸗ 
gewandt, den Formeln diejenige Symmetrie zu geben, 
welche ſie beynahe im voraus ahnden laͤßt, und wo⸗ 
von lagrange's Schriften fo viele Beyſpiele liefern. 

Einzig und allein von dem Wunſche belebt, ein, 
jungen leuten nuͤtzliches Werk zu ſchreiben, habe ich 
alle Anſpruͤche der Eigenliebe abgewieſen. Unter vie⸗ 
len aus den Werken der großen Geometer unſrer 
Zeit ausgezogenen Sachen, findet ſich vielleicht man⸗ 
ches einzelne, das mir angehoͤrt; aber ich will darüber 
nicht ſtreiten, ſondern mich mit dem begnuͤgen was 
man mir laſſen will. 

Da ich Sorge getragen, die verſchiedenen eut⸗ 
lehnten Materialien gewiſſermaaßen umzuſchmelzen, 
und in neue Formen zu gießen: ſo wuͤrde die be⸗ 
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ſtaͤndige Wiederholung derſelben Citationen für. den 
keſer langweilig geworden ſeyn. Gleichwohl um die Bi- 
bliographie der guten mathematiſchen Werke kennen zu 
lehren, habe ich beſchloſſen, in dem Conſpeetus bey det 
Inhaltsanzeige jedes Artikels den Titel der Werke anzu⸗ 
fuͤhren; welche bey der Redaction zu Rathe gezogen ſind, 
oder damit in Verbindung ſtehn. So leiſte ich was die 
Billigkeit fodert, und die methodiſch geordneten Citatio⸗ 
nen werden fuͤr die Zoͤglinge nuͤtzlicher ſeyn. 


Mit dieſer Ueberſetzung von welcher das Original 
den Titel führer: Traité du ealeul differentiel et du cal- 
eul intégral par S. F. Lacroix, a Paris chez J. B. M. 
Duprat, an V= 17797 in quarto. habe ich zugleich das Ver⸗ 
ſorechen erfüllt zu Lagrange's Theorie der Funt— 
tionen Erlaͤuterungen herauszugeben — denn nachdem 
man dieſen Lehrbegriff ſtudirt hat, kann man ſicher ka⸗ 
grange's genanntes Werk und auch deſſen analytiſche 
Mechanik ohne Anſtoß leſen. Im zweyten Theil 
der zur nächften Michaelis: Meife erſcheint, werde ich 
die etwa noch entdeckten Druckfehler nachliefern. 


Berlin, den aaten Febr. 1799. 
N Gruͤſon. 
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Ez. wir zur Materie eingehen, wollen wir hier einige 
Sätze aufſtellen, die man in den Elementen der Algebra 
nicht antrifft, und einige Punkte der Methaphyſik aufs 
klaren, welche ſchwierig ſcheinen koͤnnen, wenn ſie ſchlecht 
dargeſtellt find. Hieraus werden mehrere Vortheile fuͤr 
dieſes Werk entſtehn; die Beweiſe werden einleuchtender 
und einfacher ſeyn, und wir werden unſern Leſern der 
Muͤhe uͤberheben, in andern Buͤchern Huͤlfsmittel zum 
Verſtaͤndniß dieſes Werks zu ſuchen. 


1. 
Allgemeine Begriffe über Funktionen und Reihen 


Die alten Analyſten verſtanden im allgemeinen uns 
ter der Benennung Funktionen einer Größe, alle Po⸗ 
tenzen dieſer Größe. In der Folge hat man die Bedeu⸗ 
tung dieſes Worts erweitert, indem man es auf die Re⸗ 
ſultate verſchiedener algebraiſcher Operationen anwendete; 
ſo hat man auch noch jeden algebraiſchen Ausdruck der 
auf irgend eine Art, Summen, Produkte, Quotienten, 
Potenzen und Wurzeln dieſer Größen in ſich faßt, mit 
dem Rahmen Funktion bezeichnet. Endlich haben neue 
Ideen, welche durch die Fortſchritte der Analyſis verar— 

1. Theil A laßt 
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laßt worden find, zu folgender ErFlärung der Sin tionen 
Gelegenheit gegeben. a 

Jede Große deren Werth von einer oder 
mehreren andern Größen abhängt, wird eine 
Funktion dieſer letztern genannt, ſey es be⸗ 
kannt oder unbekannt, durch welche Operatfo⸗ 
nen man von dieſen zu der N hinaufſtei— 
gen muͤſſe. 

Z. B. Die Wurzel einer Gleichung vom fuͤnften 
Grade fuͤr welche man bey dem jetzigen Zuſtande der Al⸗ 
gebra den Ausdruck nicht geben kann, iſt nichts deſto 
weniger eine Funktion der Coefficienten der Gleichung, 
weil ihr Werth von dem A dieſer Coeffteienten ab⸗ 
hängt. 
Man unterſcheidet die Funktionen, nach der Zahl 
der Größen, von denen fie abhängen, alſo ift jede belie⸗ 
bige aber beſtimmte Potenz, von einer Größe, nur 
eine Funktion von dieſer Größe allein. Faßt man die 
Sache unter einen allgemeinern Geſchichtspunkt, ſo daß 
man auf einmal alle mögliche Potenzen einer Größe die 
jeden beliebigen Werth haben kann betrachtet, alsdann 
wird der allgemeine Ausdruck dieſer Potenzen, eine Funk⸗ 
tion der urſpruͤnglichen Größe und des Exponenten ſeyn, 
weil der beſondere Werth einer jeden von ihnen, bon 
dieſen beyden Dingen abhaͤngt. 


2. N 


Die Betrachtung der unbeſtimmten Gleichungen lei⸗ 
tete dahin den Begriff von den Funktionen allgemeiner 
zu machen. Wenn man ausdrücken wollte, daß eine 
Größe nicht koͤnne angegeben werden, ohne vorläufig an 


dern Größen beſondere Werthe gegeben zu haben, die 
davon 


+ 
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davon eine unsegeängts Anzahl in derſelben Fras⸗ ent⸗ 
halten konnten, ſo bediente man ſich des Worts Funk⸗ 
tion, um dieſe Abhaͤngigkeit anzuzeigen. Hieraus folgt, 
daß wein man zum Beyſpiel eine oder die andere von 
folgenden Gleichungen hätte, a 

Sin T be ec 

vy=axz + bx ＋ 0? 
man ſagen wuͤrde, y fey in der erſten eine Funktion bi bon 
*, oder in der zweyten von x und 2. Man muß bemer⸗ 
ken, daß man von den Groͤßen az b, e, abſtrahirt, weil 
ſie beſtimmt ſind, das iſt, weil man ſie ſo anſieht, als 
ob ſie den nemlichen Werth in allen Aufloͤſungen deren 
jede der e e Gleichungen faͤhig iſt, e 
ten müſſen. > 

Statt diefer Gleichungen koͤnnte man auch auf an⸗ 
dere ſtoßen, in welchen die unbekannten Groͤßen ſich ſo 
verbunden befaͤnden, daß es nicht moͤglich waͤre, ohne 
einige vorläufige Operationen, den Werth einer derſelben 
zu beſtimmen: ie Gleichungen würden folgende dh 

X + y’ axy 

L* Hy? +2 axz + byz + exy 
in dieſem Falle ift das unbekannte y immer eine Funk⸗ 
tion von x, in der erſten, und eine Funktion von x und 
2 in der zweyten Gleichung; weil dieſe unbekannte Größe 
nicht beſtimmt werden kann, ohne daß man x in der 
einen oder x und z in der andern beſondere Werthe ger 
geben habe. 

Wenn man in den Gleichungen dieſes Beyſpiels ſich 
vorſetzte, x nach den beſondern Werthen die man y oder 
y und 2 gegebenen hat zu beſtimmen, fo würde man fas 
gen, daß x eine Funktion von y in der erſten , oder in 
der zweyten von y und von 2 ſey. Man ſieht daraus, 
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daß in einer Gleichung, welche mihrere unbekannte Grds 
ßen enthält, irgend eine von ihnen, was für eine es 
auch immer ſeyn mag, immer die Funktion aber andern 
iſt, und daß in der Frage Gegebene zeigt diejenige Groͤße 
an welche man als eine ſolche betrachten muß. Wenn 
man eine Gleichung zwiſchen zwey Größen hat, fo find fe 
wechſelsweiſe Funktionen eine von der andern. 

Wir haben dem Leſer fo eben zweyerley Beyſpiele 
vor Augen gelegt, welche zu einem wichtigen Unterſchiede 
Anlaß geben. In den erſten ſieht man ſogleich, wie 
durch den Werth von x, oder von x und 2 der Werth 
von y ausgedruͤckt werden koͤnne; im Gegentheile muͤßte 
man bey den zweyten erſt eine algebraiſche Gleichung fuͤr 
y auflöfen, um dieſe Größe zu finden, in der Vorausſe⸗ 
gung, daß man die Werthe von x oder von x und z 
kennt. Wir werden alſo fagen, daß y im erſten Falle eine 
entwickelte (explicite) Funktion von x oder von x und 
2, und im zweyten Falle eine unentwickelte ämplicite) 
der nemlichen Größen ſey. 

Es iſt nicht noͤthig, daß man eine Gleichung zwiſchen 
mehreren Groͤßen habe, damit eine von ihnen eine im⸗ 
plicirte Funktion der andern ſey. Es iſt hinlaͤnglich zu 
wiſſen, daß ihr Werth von den beſondern Werthen jener 
abhängt; alſo ift in einem Kreiſe der Sinus eine impli⸗ 
cirte Funktion des Bogens, obwohl die algebraiſche Ana— 
lyſis kein Mittel darbietet, das Verhaͤltniß dieſer beyden 
Größen auszudrucken: weil wirklich die eine von ihnen 
beſtimmt iſt, ſobald es die andre iſt, und umgekehrt. 
Es iſt nuͤtzlich zu bemerken, daß wir hier von dem Halb— 
meſſer abſtrahirt haben, obwohl die Groͤße des Sinus 
auch von dieſem mit abhängt; weil wir nur einen einzi⸗ 


gen Kreis betrachteten. j 
; 3. 
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Unter der Benennung algebraiſche zunktionen, ver: 
ſteht man alle diejenigen, die aus algebviſchen Opera⸗ 
tion entſtehen; oder deren Verhaͤltniß mit de unbeſtimm⸗ 
ten Groͤßen von denen ſie abhaͤngen, durch eine algebrair 
ſche Gleichung ausgedruͤckt werden kann. 

Die algebraiſchen Funktionen enthalten imner nur 
eine endliche Anzahl von Gliedern, wenn man fil unter 
der ihnen eigenen Form ausdrückt, dieſe Einfhräifung 
iſt nöthig; denn wenn man einen eigentlichen Bruch, der 
einen zwey oder mehrtheiligen Nenner hat, durch ane 
Vereinigung mehrerer einzelnen Größen angeben will, ſo 
erhält man alsdann eine unendliche Reihe. 


Der Bruch —.— zum Beyſpiel durch die Diviſior 
oder auf andere Art en 17 die Reihe 


a +5 +5 3 ＋ u. ſ. w. 


ohne daß man 5 einen bel Duotienten 
findet. Eben fo verhäft es ſich mit den Wurzeln der Po⸗ 
lynomen, die keine vollkommene Potenzen ſind, wenn 
man fie auf eine rationale Art, oder durch eine Reihe 
Monomen ausdrucken will. 


Man weiß, daß die Formel von Newton für die Poten⸗ 
zen des Binomiums ſich nicht endiget, wenn der Exponent 
eine negative Zahl oder eine gebrochene Zahl iſt. 

Es giebt aber Funktionen die man durch eine end⸗ 
liche Zahl ſolcher Glieder, welche algebraiſche Ged⸗ 
ßen ausmachen nicht ausdruͤcken kann; dergleichen ſind 
zum Beyſpiel, die Logarithmen, die man nur durch Raͤhe⸗ 
rung erhaͤlt, und die von der Wurzelausziehung einer unbe⸗ 

N A 3 grenz⸗ 
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grenzten Anzahl wn Wurzeln abhängen; die Sinus und Co⸗ 
ſinus, die man aittelft ihrer Bogen nicht angeben kann, oh⸗ 
ne eine unbegenzte Anzahl algebraiſcher Operationen vorzus 
nehmen. Nan hat dieſe Funktionen Transcendente genannt, 
diejenigen on denen wir fo eben geſprochen haben, find nicht 
die einzien dieſer Art; bey den Fortſchritten, welche die 
Analyſs gemacht hat, hat man noch viele andere die zu 
dieſer Art gehoͤren eingefuͤhrt, und koͤnnen noch unzaͤhlig 
viel dergleichen geben. 


Dieſes iſt der Urſprung der Reihen, ob fie gleich 
den Werth der Funktionen, zu welchen fie gehören, nur 
dann genau geben koͤnnen, wenn ſie ſich endigen oder wenn 
man die Summe aller ihrer Glieder erhalten karn, wie dieſes 
in den abnehmenden geometriſchen Progreſſionen der Fall 
iſt, ſo konnen fie doch alle, (nach Art derjenigen die 
man aus den algebraiſchen Funktionen herleitet), als die 
Entwicklung der unbekannten Funktionen wovon ſie her— 
ſtammen, angeſehen werden. g 


4. 
Es iſt hier der Ort auf das Wort Entwicklung, 
das man hier ſtatt des Wortes Werth gebraucht, auf⸗ 
merkſam zu machen; denn eine Reihe glebt nicht immer 
den Werth der Funktion zu der fie gehört; zuweilen ſelbſt, 
ſtatt ſich mehr und mehr zu nähern, entfernt fie ſich um 
ſo mehe von ihr je mehrere Glieder man davon nimmt. 


Die Entwicklung des Bruches — wird uns zum 


Beyſpiel dienen, und die Folgen die wir daraus ziehen 
wollen, werden auf die, von allen Arten möglicher Funk⸗ 
> tionen abſtammenden Reihen anwendbar ſeyn. 

5 2 Wenn 


4 
. 
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Wenn man die Divifion von a durch a x auf die ges 
wöhnliche Weiſe macht, fo erhäft nan zum Quotienten 1, 
und zum Reſt * dieſen Reſt dividit giebt den zweyten 


8 x ; x : 
Quotienten — und einen Reſt enn man mit der 


Operation fortfaͤhrt, ſo wird man 


55 x 
2 . ] a i a’ 
die Quotienten < und die Nefe 1 SE 
1 = 
8 La’ La 
u. ſ. o u. ſ. w. 


erhalten. 


Hieraus zieht man folgende Ausdrücke der Größe 


a 


5 


* 
14 — 
4 — K 
5 
1 — 
NZ a(a.— x) 
x ** x’ 
Me les BE are ee, 
a a a (a — x) 
8 8 4 
5 * 8 a WA — *) 


Es können ſich zwey Faͤlle darbieten: 
* Ta, oder x a. 


2 


y X * 
Im erſten gehn die Reſte x , u. ſ. w. 
x 5 — 8 x x? 
immer abnehmend fort, und die Bruͤche — ; ee 
u. ſ. w. folgen einer noch ſchnellern Abnahme, fo daß, 
jemehr Glieder man nimmt, wie: 
A4 ı+ 
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- 2 3 
I+ ++ tum 
! a 12 4 i 

man ſich dem wahrer Quotienten deſtomehr naͤhert; es iſt 
moͤglich dieſes ſo neit zu treiben, daß man von dem 
wahren Werthe mi um eine Groͤße die geringer iſt als 
jede gegebene, uiterſchieden ſey. 

Um dieſes ühlbar zu machen, wollen wir vorausſe⸗ 


gen, daß mon x =- habe; fo wird die vorhergehende 


Reihe 
172 71 TFT ＋ u. ſ. w. 
die Summe vom erſten Gliede wird ſeyn: 
8 Pie 
ah zwey erſten 1 + 3 
den drey erſten IH 3 + 2 
den vier erſten + +3 +3 
z den fünf erſten 1 ＋ 35 + +5 + 
Man fieht, daß dieſe Größen, 2, immer > kommen, 


Hen e 
a Aa ee 


7 0 


welches der wahre Werth des Bruches — r iſt. Die 


Unterſchiede zwiſchen dieſem Werthe, 5 bi 5 oben 
gefundenen Summen bilden die Progreſſion 1, 5 5, 5 u. ſ. w. 
deren Glieder auf ſolche Art abnehmend fortlaufen, fo daß 
man immer eines angeben kann, welches kleiner iſt, als 
jede gegebene Groͤße. 


Man kann dieſes Reſultat aus der Natur der Ope⸗ 
sation ſelbſt ziehen, denn es iſt leicht zu fehen, daß nach 
einer 


*) Im Original find bier einige Druckfehler die ich in der 
Ueberſetzung ſogleich verbeſſert habe, und auch künftig 
werde ich ſolche ſtillſchweigend ändern. 
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en x" a8 
einer Zahl von n Diviſionen, der Reſt rs feyn wird, 


und folglich ift pr = 800 man der Reihe 


5 . 


1 4 2 +, tet 


\ 


beyfuͤgen müßte, um den genauen Werth von 7 zu 


an-ı 


xn E 
haben wien macht man x = za, ſo kommt 
heraus 
N 8 ER 


— nn — — . 
a Rn 
an an- (= | 
2 


Dieſer letzte Bruch kann ſich nie vernichten, aber er kann 
ſo klein werden, als man will, wenn man die Zahlen 
ſchicklich nimmt, welche die Zahl der in der Reihe vor— 
kommenden Glieder bezeichnet; fie kann demnach zu ei⸗ 


uhren, als 


man will, en fo weit man diefe Reihe fortſetzt, kann 
man doch niemals genau auf die Zahl 2 kommen, welche 
dieſen Werth vorſtellt. 

Von nun an werden wir Grenze, jede Größe 
nennen, welche eine Groͤße in ihrem Wachs⸗ 
thum, oder in ihrer Abnahme nicht uͤberſchrei⸗ 
ten, oder ſelbſt nicht erreichen, der ſie ſich aber 
doch fo viel man will naͤhern kann. 

Im vorhergehenden Beyſpiele iſt 2 die Grenze von 

I+3 Hi + ＋ u. ſ. w. 
und wir werden die Gleichung ſetzen 
-=zıIi+:+!+itrufm \ 
indem man darunter verſteht, daß die zweyte Hälfte der 
A 5 Glei⸗ 


10 ink it ung 


Gleichung unbegrenzt verlaͤngert werden muß, oder welches 
auf eins hinauskoͤmmt, daß die erſte Hälfte nur die 
Grenze davon iſt. 


5. 
In dem zweyten Falle bey welchem man x Ya hat, 
entfernt ſich die Reihe i 
ö 2: Kae 3 / 
It tr. 
immer mehr und mehr von dem wahren Werthe 


N denn die Reſte 
a * a 1 


2 3 


* x 
%, Te Ne u. fe w. 
1 a a 
gehn immer zunehmend, eben fo wie die Größen 
x? x? 
, ——— uf 
a(a—x) ala—x) j 


die man zu den Quotienten 


a * 
ee 
A 
! * 
x x 
I. et 
a a 
= x’ 


7 a a a ? a 
hinzuthun muß, um dieſen wahren Werth zu erhalten. 
Die vorgeſetzte Reihe hat dann den Bruch —— nicht 


mehr zur Grenze, fie iſt nur das Reſultat der Diviſton 
von a durch a — x, unbegrenzt fortgeſetzt, oder in andern 


4 2 ri a 
Ausdräden die Entwicklung von 1 
5 Wenn 


3 


“ 
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Wenn eine Frage uns auf ſolche Reihe führen 

wuͤrde, f N 
: X * x” 

I ++; u. ſ. w. 

i a 3 4 

fo hätten wir Recht daraus zu ſchließen, daß die gefuchte 


Funktion keine andere ſey als — —; oder wenn wir eis 
en 


nige Eigenſchaften, die Beziehung auf eine Reihe von Glie⸗ 
dern wie folgende haben, entdecken 


x * i 
1 ＋ r u. ſ. w. 
a a 
' 2 
ſo koͤnnten wir behaupten, daß ſie zur Funktion e 


höre, So oft es aber um den abſoluten Werth dieſer 
Groͤße zu thun iſt, wird man die aus ihrer Entwicklung 
gefundene Reihe nicht dazu anwenden koͤnnen, ohne auf 
die Reſte davon Ruͤckſicht zu nehmen. 8 
Als Beyſpiel ſey » = 2a, ſo hat man folgende Reihe 
1 J. 2 ＋ 4 ＋ 8 ＋ 16 J u. ſ. w. 
das niemals gleich — 1 ſeyn kann, welches nemlich 


der Werth des Bruches — in dieſem Falle iſt; weil 


die Reſte nach und nach 2a, ga, da, find, u. ſ. w. und 
weil die korrektiven Glieder — 2 — 4 — 8 u. ſ. w. wer⸗ 
den; wenn man ſie an ihrem gehoͤrigen Orte anwendet, ſo 
findet man das Reſultat — 1 bey welchem Gliede man auch 
immer ſtehen bleiben mag. f . 
Hätte man » = a, ſo wuͤrde ſich der Bruch 
em run verändern: dieſer Ausdruck = 
* 1 O O N 

dein man unendlich nennt, iſt nur eine Art aus⸗ 
ſchließender Grenze ( weſt qu une eſpece de limite 
See 7 exclu- 


U 
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mite excluſive). In der That, wenn man ſich die Ein; 
heit durch einen Bruch dividirt denket, fo wird der Quo⸗ 
tient um ſo groͤßer ſeyn, je kleiner der Bruch iſt, und da 
man ſich immer einen Bruch vorſtellen kann, der kleiner 
iſt, als jede gegebene Größe, fo wird fich für den Quo- 
tienten eine Zahl ergeben, welche jede gegebene uͤber— 
ſchreiten kann, ohne daß es jedoch jemals möglich ſey, 
auf s zu kommen. Dies iſt der Begriff den man ſich von 
dem Unendlichen der Geometer machen muß, worauf wir 
nun bald kommen werden. Dies vorausgeſetzt, giebt die 
Reihe 


x ** * 
. r 


indem man x Sa macht 
b EHI + I+T+Uufm. 
zum Reſultate, welches wie der Ausdruck ; erfordert, 
groͤßer werden kann, als jede gegebene Groͤße. Indeſſen, 
da der Diviſor durch den Quotienten multiplizirt den Dir 
videndus wieder geben muß, ſo wuͤrde offenbar 8 
folgen, d aß 
I = O (Ct TITII＋T＋ I u. ſ. w.); 

nun aber vernichtet ſich die zweyte Haͤlfte gaͤnzlich, man 
wuͤrde alſo 1 = o haben. Es iſt aber leicht zu ſehen, 
daß es nur eine anſcheinende Schwierigkeit ſey; denn, da 
die immerwaͤhrenden Reſte der Einheit immer gleich ſind, 
ſo iſt die Gleichung die man an der Stelle der vorigen 
haben muß genau 

a ae 


6. 


Die Unterſuchung der Entwicklung desBeuchee. —— welche 


I 
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EBEN * * 0 
1-- T2 u. ſ. w. 
a a a 

ift, würde uns auf ähnliche Folgerungen wie die vorher: 
gehenden führen, doch mit dem Unterfchiede, daß die Rez 
fultate irgend einer Zahl von zufammengefügten Glie— 
dern, wechſelsweiſe auf der einen und auf der andern 
Seite den wahren Werth verfehlen. Wenn die Reihe 
convergirend iſt, welches ſtatt findet, wenn x <a, fo 
findet man Summen die wechſelsweiſe kleiner und groͤ⸗ 
ßer ſind als der genaue Werth, die ſich aber immer 
mehr dieſem Werthe nähern, und die ihm fo nahe kom⸗ 
men koͤnnen, als man will. Wenn man wie hier oben 


a „ 
* . 2 macht, wird man 


ed Br ep ae A äh 
bekommen, eine Reihe deren Summen 1, 5,» 5 u. ſ. w. 
wechſelsweiſe größer und kleiner find als 3. welches der 


a 
t vo en i 1 
wahre Werth Mi 


Wenn die Reihe divergirend ft, fo find die Reſul⸗ 
tate der Addition einer gegebenen Anzahl Glieder aus 
welchen ſie beſtehet wechſelsweiſe poſitiv oder negativ, und 
entfernen ſich daher mehr und mehr in einem und dem 
anderm Sinne von dem wahten Werthe, welcher po— 
ſitiv iſt. a 1 

Endlich hat der Fall x = a das merkwürdige, daß 
ſeine Entwicklung n 

I — ITI - ITI -I u. ſ. w. 
bald 1 bald o wird, Reſultate die ſich auf gleiche Art 
von dem wahren Werthe entfernen; aber die Betrachtung 
der Refe oder der korrektiven Glieder ergänzt dies alles 
wieder. 


Die 
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Die Reihen die man bey Entwicklung der gebroche⸗ 
nen Potenzen von den Großen, durch Ausziehen der 
Wurzeln findet, find von aufeinanderfolgenden Reſten be⸗ 
gleitet, auf welche man das Vorhergehende autenden 
kann. x 

ueberhaupt, wenn eine Reihe die eine Ent⸗ 
wicklung eines endlichen Bruches iſt, dem wah⸗ 
ren Werthe ſich unaufhörlich nähern ſoll, fo 
muͤſſen die Glieder aus denen ſie beſteht fort⸗ 
gehend abnehmen. f 

Da man nun dadurch, daß man die Rahe ſo weit 
fortfuͤhrt als es nöthig iſt, jein Reſultat finden ſoll, def⸗ 
ſen Unterſchied von dem wahren Weethe kleiner ſey als 
jede gegebene Große, fo muͤſſen nun auch wirklich die Un? 
erſchiede zwiſchen den aufeinanderfolgenden Reſultaten 
immer kleiner und kleiner werden, welches nicht geſchehen 
koͤnnte, wenn die Glieder dieſer Reihen nicht immer mehr 
gegen das Ende zu abnaͤhmen. 

Es iſt hier zu bemerken, daß es Reihen giebt, deren 
Summe ohne Ende wachſen kann, obwohl ihre Glieder 
immer beſtaͤndig abnehmen; aber dann ſind ſie die Ent⸗ 
wicklung unendlicher oder ſolcher Funktionen jdie größer 
find als jede gegebene Größe. Die Reihe 

1 A , u. ſ. fd. 

gehoͤrt dahin, wie wir bey den Logarithmen zeigen 
werden. 

Die zwey Arten von Reihen die wir betrachtet ha⸗ 
ven, liefern uns zwey Arten von Größen; wovon einige ei⸗ 
ner endlichen oder beſtimmten Grenze faͤhig find, die an 
dern aber ohne Ende wachſen kannen. Wir werden 
hieraus Gelegenheit nehmen, die wahre Methaphyſik 


zu zeigen welche man an die * des Unendli⸗ 
chen 
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chen ſetzen gut; welche oft in der Mathematik vor 
kommt, E 


7. 


Das Unendliche, als das letzte Glied der Große ber 
trachtet, ift ſelbſt nur eine Grenze, welche die Größen 
nie erreichen koͤnnen; der Begriff den man damit ver⸗ 
knüpfen muß, iſt nur ein negativer Begriff; denn jede 
Größe die ich mir wirklich vorſtelle und die ich in mei⸗ 
nem Calcul gebrauche iſt eben deswegen nicht unendlich. 
Die Erklaͤrung der Groͤße ſteeitet ſelbſt mit einem jeden 
beliebigen Hegriff vom Unendlichen. Da aber jede 
Größe, ihrem Weſen nach ebenſswohl einer Vermehrung 
als Verminderung faͤhig ſeyn ſoll, ſo wuͤrde es ſcheinen, 
daß man befugt ſey, daraus zu ſchließen, daß die Größe 
aufhört zu exiſtiren, oder eine Größe zu ſeyn, ſobald 
man vorausſetzt, daß ſie das Unendliche erreiche, und 
wenn man dieſe Erörterung. etwas weit treiben wollte, 
wurde man in Schwierigkeiten verfallen, welche glüctiz 
cherweiſe die mathematiſchen Wahrheiten nicht zu beſor⸗ 
gen haben, wenn man die Begriffe auf denen ſie berus 
2 deutlich aufſtellt. 


Alles was man mit Hülfe der Betrachtung des Un: 
endlichen beweiſet, kann man von dem Begriffe, den wir 
weiter oben von dem Wort Grenze gegeben haben, und 
von den beyden folgenden Saͤtzen ableiten, die eben fo deut: 
lich als unwiderſprechlich find- 


1. Jede noch fo 85 Groͤße läßt ſich von 
einer andern um ſo viel als man will, uͤber⸗ 
treffen. 


2. Jed 
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2. Jede noch fo kleine Größe iſt nicht fo 
klein daß man ſich nicht eine noch kleinere den⸗ 
ken könnte. 

Der erſte Satz findet ſich unter den Forderungen, die 
Euklides im Anfange des ſiebenten Buches ſeiner Elemente 
gemacht hat, und die natuͤrliche Folge der Zahlen 

1, 2, 3. 4, 8, 6, u. ſ. w. 

bietet einen ſehr einfachen Fall davon dar, ſo wie die 
unbegrenzte Verlangerung einer geraden Linie; der zweyte 
leitet ſich naturlich von dem erſten ab, denn was z. B. 
die Zahlen der folgenden Reihe von Brühe 3, 3, 4, 
u. ſ. w. anbetrifft, ſo verhindert nichts, in dieſer Reihe 
nicht Größen zu finden, die fo klein find als man nur 
will, indem man dem Nenner einen gemaͤſſen Werth 
beylegt; und da man dadurch, daß man einen beliebigen 
Theil einer lineariſchen Ausdehnung, zur Einheit nimmt, 
davon auch einen ſolchen Bruch als man will nehmen 
kann, ſo folgt daraus, daß der Satz nicht bloß fuͤr Zah⸗ 
len gelte. Wir werden uns aber demungeachtet immer 
des Wortes unendlich bedienen, um die Grenze des 
Wachsthums der Groͤßen zu bezeichnen, weil die Bedeutung 
dieſes Wortes durch das was ſo eben geſagt wurde, ge— 
hoͤrig beſtimmt iſt, alſo kein Doppelſinn oder keine Dun⸗ 
kelheit daruber mehr zu beſorgen iſt. 


8. 


Die erſte Folge die wir aus dem Vorhergehenden 
ziehen, iſt, daß wenn man eine Reihe Glieder wie 
Axa + Bxb + Cxe + u. ſ. w. 
hat die in Bezug auf die Potenzen von x geordnet iſt und bey 
der hoͤchſten angefangen hat, fo giebt es immer noch eine 
an m, welche an die Stelle von x geſetzt, das erſte 
Glied 
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Glied diefer Formel in einem beliebigen Verhaͤltniſſe größer 
macht, als alles uͤbrige. 
In der That, wenn man die wee Formel wie 
folget ſchrribt 5 1 9 1 
5 ＋ f 1 +.) 


xa = 


ſo ergiebt ſich, daß man x ſo 3 5 kann, daß die 
Bruͤche 


e 4 
ſo klein werden als man verlangt, und fo daß ihre 
Summe mit A in einem beliebigen Verhaͤltniß ſey. 
Wenn m den Werth von & in Bo Falle vorſtellt, ſo 
wird man weil ö 


€ 


Br N 
91 1 masb * < A 


hieraus folgern, daß 
B 
(he +...) < Ame 
oder a f 
Bmb + Cme + 4. < Ama, 
Wenn die Differenz zwiſchen dem erſten Gliede Ama 
und den folgenden unter dieſe Form gebracht iſt: 
„„ 
L " Auma-b mach 2 0 ie 
fo ſieht man, daß dieſer Ausdruck defto mehr zunimmt; 
je groͤßer m wird; es kann alſo nichts hindern, daß er 
nicht endlich eine gegebene Größe uͤberſchreitet. 

Da dieſe Art zu ſchließen durch die Zahl der Bliee 
der nicht begrenzt iſt, ſo kann man ſie auf jeden Aus⸗ 
druck von der Form 

Ax ＋ Bab . u. f. w. 
IJ. Theil | B aus⸗ 


{4 


n 


Ar N 
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8 ©) 


N 25 


18 Einleitung. 

ausdehnen, die aus To viel Gliedern als man will be: 
ſtehn kann, und behaupten, daß man x immer groß ge⸗ 
nug nehmen koͤnne, damit das erſte Glied für ſich allein 
den beträchtlichiten Theil des Werthes von dieſem Aus⸗ 
druck ausmache, wenn nur jeder der Coffizienten A, B, 


95 D, etc. eine endliche Groͤße iſt. 


Die gemlien Betrachtungen, werden uns in 285 
Stand ſetzen zu deweiſen, daß immer eine Größe da ſey 
die klein genug iſt, damit, wenn fie in der vorhergehen: 
den Formel an die Stelle von x geſetzt wird, dasjenige, 
Glied, wo dieſe Groͤße den kleinſten Exponenten hat, 
größer ſey, als der Reſt des Ausdruckes. Zu dieſem 
Ende werden wir fie in Bezug auf x geordnet, vorausſe⸗ 
tzen, indem wir bey den kleinſten Exponenten dieſer Größe 
anfangen, und ſie auf folgende Art ſchreiben: 

xa (A + Bxb-a + Cs ca E. ). 
Wenn wir ſtatt x einen Bruch ſetzen, deſſen Zähler 1 iſt 
und der Nenner = m fo wird herauskommen: 
8 
— ( ++ 

die Zahl m kann aber immer ſo genommen werden, daß 
die Bruͤche 

. 

mb-a’ mea 
ſo wie ihre Summen kleiner als ER Schließt man 
auf dieſe Weiſe wie ſo eben geſchehen, ſo behaupten wir, 
daß man in jedem Ausdruck von der Form 

Axa ＋. Bx E Cxe 


1 


immer an die Stelle von x eine Große ſetzen kann, die 


klein genug iſt, daß das erſte Glied den betraͤchtlichſten 
Theil des Werthes dieſer Funktion ausmache. 
E 9. Man 
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9. 


Man koͤnnte glauben, daß die Zahl m hier nichts 
anders als das Unendliche ſey, welches hier nur durch ein 
anderes Zeichen dargeſtellt iſt, als dasjenige iſt, womit 
es gewöhnlich in der Algebra bezeichnet wird; um aber 
das Gegentheil zu beweiſen, werden wir zeigen, wie 
man im allgemeinen dieſe Zahl beſtimmen kann. 

Zu dieſem Ende bemerken wir zuerſt, daß in der geo⸗ 
metriſchen Progreſſion a 

1 ＋ 2 ＋ 4 . u 
welche die Zahl 2 zur Grenze hat, (Nr. 4.) ein jedes bes 
liebige Glied der Summe aller folgenden gleich iſt; folg⸗ 
lich wird in einer Reihe, in welcher das Abnehmen der 
Glieder ſchneller fortläuft, jedes die Summe derjenigen 
die nach ihm kommen, wie groß ihre Anzahl auch ſey, 
uͤberſteigen. Hieraus folgt, daß, fo oft man für m einen 
Werth ſinden kann, der jedes Glied des Ausdruckes 

0 
E 

kleiner macht, als die Hälfte, des Vorhergehenden, fo 
wird das erſte Glied alle andern uͤberſteigen; dies aber 
findet allgemein ſtatt. Wir wollen uns hier nur auf 
einen beſondern Fall einſchraͤnken, der einzige den wir 
in der Folge nöthig haben. 

Es ſey 

B G D 
Be nr FAR 1 
Der unguͤnſtigſte Fall für unſere Unterſuchung iſt derjeni⸗ 
ge, wo die Coefficienten A, B, C, D, wachſend fortlaufen; 
wir wollen ihn einmal annehmen und ſetzen, daß ſich 
das geometriſche Verhaͤltniß jeder dieſer Coefficienten zu 
V 2 den 
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dem Vorhergehenden immer aͤndere; wir wollen durch 
Be PRESS 
21 und er, die zwey auf einander folgenden Glieder 
vorſtellen, zwiſchen denen dieſes Verhaͤltniß am größten 
iſt. Man wird m fo nehmen muͤſſen, daß man 

2 N 


mPp+I zmp N 
habe. Indem man die zwey Glieder durch mor multi⸗ 


P P 

plizirt, wird man finden Q < = und durch — divi⸗ 
; 5 : ae 0 EN, 

dirt, wird herauskommen F Taz man wird alſo m größer 


als = nehmen muͤſſen. Hieraus fieht man, daß man in 


den Reihen von der angenommenen Form den Werth der 
Zahl m immer erhalten kann, fo oft das Verhaͤltniß von 
zwey aufeinander folgenden Coefficienten dieſer Reihen, 
wo man auch immer will, nicht unangeblich, das heißt, 
groͤßer als jede gegebene Groͤße iſt. 
um dieſes zu erläutern, wollen wir einige Beyſpiele 
in Zahlen nehmen, und zuvoͤrderſt die Reihe 
: m m? m’ 4 — 
betrachten, deren Geſetz dieſes iſt, daß zwey auf einander 
folgende Glieder allgemein durch 
2p(I0)2P (pT) (10)2P+2 
mp 2 x mt T 5 
ausgedruͤckt werden. Man hat alſo 
P = ap (Io) ap 2 
Q = aHD Gef J 
das e dieſer beyden Coffizienten iſt 


* 
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7. Ede dj 


nun iſt es leicht zu ſchen; daß, wenn man für p ganze 
pofitive Zahlen nimmt, indem man nach und nach pr, 
a Sag 3, u. ſ. w. macht, die Größe 

PT 


= = 2, „ te 


77 
wird, elde folglich ihr größter Werth 2 iſt ). Hieraus 
ergiebt ſich, daß 200 das größte Verhaͤltniß iſt, welches 
zwiſchen zwey auf einander folgenden Gliedern der ange⸗ 
nommenen Reihe moͤglich iſt; und daß, wenn man 
m 400) macht, das erſte Glied größer ſeyn wird, 
als alle andere zuſammengenommen. 
Wenn man die Reihe 


„ Q 
hat, werden die Glieder u und 1 durch 
B 3 1. 2 


*) Es it ale 21 8 offenbar iſt aber, wenn p nur eine 
> x ar i ’ P 5 
ganze positive Zahl ſeyn darf. 5 N am größten, folg 


lich guch 1 9 — = 2 der größte Werth,. 


** Im e ſehet 200. 


Es iſt nemlich = — ae „ 05 
B 


G. 


Be m — 
oder m = a(p+n) 10* 


alſo m > 40. 


2 5 

5 Er rn, 2.2. pP RN 5 
a mp 

ausgedrückt ne man wird alſo haben, 

20 

F * 2 C 

und m > 2(p + 2), nehmen muͤſſen, das heißt, 

immer größer, je weiter die Glieder, welche man 

betrachtet, von dem erſten entfernt ſind; man ſieht alſo, 

daß es nicht moͤglich ſey m einen endlichen Werth zu 

geben, der der Frage gnüge leiſtet. 


1 : 
Wenn man m = = macht, fo wird aus 


A 
* m . i 


dieſe Reihe 4 + BN + Cx’ ＋ Dx +. 

werden; in welcher man das erſte Glied immer 
groͤßer machen kann, als die Summe aller fol⸗ 
genden; wenn man 


= > > oder 


p 

Pe | 
nimmt; weil P und Q die zwey aufeinander 
folgende Glieder find, deren geometrifces 
Verhältniß das größte, aber doch angeblich if: 
eine Einſchraͤnkung, welche für dem Gebrauch den wir 
von dem gegenwaͤrtigen Satze in der Folge machen wer⸗ 
den, nicht nachtheilig iſt. Die Reihe, die wir be⸗ 
trachten, hat lauter poſitive Glieder, aber es iſt leicht zu 
mas daß der Werth von m, welcher ihr erſtes Glied 
groͤßer 

) Im Original ſtehet 2(p+1) und fe m> (p- EI). 
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großer als alle andere macht, mit noch mehreren Grunde 
die nemliche Wirkung hervorbringen müßte, wenn fie auch 
negative Glieder hätte, 

8 10. 

Auf dieſe Art iſt es leicht zu beweiſen, daß eine 
Gleichung von einem ungeraden Grade, im⸗ 
mer wenigſtens eine reelle Wurzel habe. In 
der That ſieht man durch das was ſo eben geſagt wurde, 
daß es immer möglich ſey, für die unbekannte Größe 
eine ſolche Zahl zu ſubſtituiren daß das erſte Glied 
der betraͤchtlichſte Theil der Gleichung wird; das 
Zeichen des Reſultats wird alſs allein von dem Zeichen 
des erſten Gliedes abhaͤngen. Wenn nun die Gleichung 
von einem ungeraden Grade iſt, wird es negativ werden 
indem man — m, an die Stelle der unbekannten Größe 
fest, und es wird poſitiv bleiben, wenn man -+ m, da⸗ 
für ſetzt, woraus folgt, daß die Gleichung eine reelle 
Wurzel haben wird, die zwiſchen Em und — m, fällt, 
weil die Reſultate die fie durch dieſe zwey Subſtitutionen 
giebt, das entgegengeſetzte Zeichen haben; Weil ſich aber 
jede Gleichung auf ihr letztes Glied redueirt, wenn man 
o an die Stelle der unbekannten Größe fest, fo wird 
dieſe Subſtitution ein Reſultat geben, welches das Zei⸗ 
chen dieſes letzten Gliedes hat; folglich wenn es das Zei⸗ 
chen + hat, wird die Wurzel zwiſchen — m und o, und 
bey dem Zeichen — zwiſchen + m und o fallen. 

Wenn die Gleichung von einem geraden Grade iſt, 
fo verändert ihr erſtes Glied das Zeichen nicht, wenn 
m oder — m ſtatt x geſetzt wird; wenn aber ihr letz, 
Glied negativ iſt, und da es ſelbſt das Reſultat der 
Subſtitution von o ftatt x ift, fo het man deer Reſul⸗ 


tate, nemlich: a 
B 4 Das 
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Das ite mit dem Zeichen + , m entfprechend 
Das ate mit dem Zeichen — „o entſprechend. 

Das zte mit dem Zeichen + , — m entſprechend 
woraus folgt, daß jede Gleichung von einem gera⸗ 
dem Grade, deren letztes Glied negativ iſt, we⸗ 
nigſtens zwey reelle Wurzeln, nemlich: eine 
poſitive und eine negative habe. 


Ne 11. 

Obgleich die Größe an ſich ſelbſt betrachtet, ohne 

Ende wachſen oder abnehmen kann, ſo iſt doch nicht jede 

Funktion wegen del Größen, woraus fie beſtehet, fäͤ⸗ 

hig, zu einem beliebigen Grad von Große zu gelangen. 
Die ſehr einfache Funktion 


iſt eine ſolche, die, was fuͤr einen poſitiven Werth man 
auch * geben mag, doch nicht gleich a werden aber 
ſich dieſer Größe. ſoviel man will, naͤhern kann. Um 
es zu beweiſen, werden wir die Diviſion in Bezug auf 
machen, und wir bekommen den Quotienten 


a? 


ä 


8 x ＋a 
5 1 2 
der Bruch er wird um fo viel kleiner, je groͤ⸗ 


bern wird, ohne jedoch jemals o werden zu koͤnnen; a it 
alſo die Grenze des Wu 


4 Ar. 4). 


Die Funktion, die wir zum Beyſpiel genommen has 


ben, hat nur in Bezug des Wochsthuns von x eine 
Grenze 
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Grenze; denn, wenn man annimmt, daß dieſe Größe ab- 

> 2 Es ax } 

nimmt, bis fie verſchwindet, fo wiirde 5 glei⸗ 
K T. 


cher Zeit o werden, und weil Rull die allgemeine Grenze 
der Abnahme iſt, fo abſtrahirt man davon. Der Bruch 


* . 6 5 
er im Gegentheile, hat in Bezug auf den Wachs⸗ 


thum von x keine Grenze, weil er ohne Ende waͤchſt, 
wenn dieſe Größe zunimmt; aber fo lange x poſitiv ſeyn 
wird, kann der vorgegebene Bruch, ſo klein auch ſein 


b 5 aun 
Werth ſeyn mag, nicht gleich = werden, indeffen nähert 


er ſich dieſer Größe, fo viel man will; dieſes iſt alſo in 
Bezug auf die ur eine andere Grenze als Null. 
b u ; 
Die Bunftion - 1 5 57 vereiniget beyde Arten 
von Grenzen, die wir ſo eben betrachtet haben. In der 
That, wenn man den Zaͤhler und den Nenner dieſes 
Bruches durch » dividirt, ſo wird man haben, 


ein Ausdruck welcher ſich defto mehr — nähert, als x in 


Bezug auf b und b“ größer ſeyn wird; alſo ift > die 


Grenze von der vorgegebenen Funktion in eh auf 
den Wachsthum den x haben kann. 
Wenn man ferner annimmt daß * immer abnehmend 


fortläuft, und daß man . dafür ſubſtituirt, ſo erhalt man 


B 5 1 
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Ei 27 2 1 
eine Funktion wovon die Grenze unſtreitig 85 iſt. 


Nicht alle Funktionen haben wie die Vorhergehende 
beſtimmte Grenzen. Es kann zuweilen ſehr nuͤtzlich ſeyn, 
diejenigen zu kennen, die eine Grenze haben oder nicht; 
wir werden dieſes durch eine kleine Anzahl Falle anſchau⸗ 
lich machen. 


12. 


Es iſt ſogleich vollkommen einleuchtend, daß jede 

aus eine Reihe von Glieder zuſammengeſetzte Funktion wie 
Axa + Bb ＋ Cxe 4 
ſich ohne Ende vermehren kann, wenn die Größe x ſich 
auf ſolche Art vermehrt; fie kann auch o werden und 
hernach zum negativen uͤbergehn. Wir wollen alſo den 
Ausdruck betrachten: 
Axa + xb + Cx + 
welcher in gewiſſen Fällen beſtimmte Grenzen haben kann. 
Man wird fie entdecken, wenn man dleſem Bruche 5 
gende Form giebt: 0 
8 

+ — +...) 


2 ss xa- xa-b 5 — 
* * B⁷ — - oe 
| i 
Ra- (N. * 8. N + 8 8 * .) 


um die Grenzen in Bezug auf den Zuwachs von * zu 


finden, werden wir vorausſetzen, daß die Reihe des Zaͤh⸗ 
lers 
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U 


lers und des Renners mit dem hoͤchſten Exponenten von 
x anfangen, und wir werden drey Fälle unterſcheiden 
4 1 
a Sa. 
3 a 
die entſprechenden Formeln find: 
be — + ehr.) 
— — für den ıten Fall; 


b tes. 


s a i 
Ar XA b N xa- 
e e e 

a a — für den aten Fall, 
r 


Ab- Nac 


1 (A + 


50 B 0 
TFC 
ee —— für den zten Fall. 
Netgear 


a die dritte iſt einer beſtimmten Grenze fähig, welche 


2, gleich iſt; die erſte kann ohne Ende wachſen, und 


die zweyte ſo klein werden als man will; dieſes iſt außer 
allen Zweifel durch Anſicht dieſer Formeln, und durch 
das was oben geſagt iſt. 


13. 


Bey Unterſuchung der Grenzen in Bezug auf die 
Abnahme von x, ſetzen wir voraus, daß der Zähler und 
der Nenner ſo geordnet ſind, daß die Exponenten wach⸗ 
ſend fortlaufen; da alsdann a und a“ die kleinſten find, 
ſo wird die vorgegebene Funktion 

** 
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xa(A + Brbra + Cxe-a 4. ) 

2 ( e e ee) 
Wenn man hier noch, wie oben die Falle unterſcheidet, 
in denen man 


* 


— 


a 


ES 


4 


8 p se 
AV 


— 


x 
hat, fo wird man ſehen, daß der letzte der einzige iſt, 
welcher einer beſtimmten Grenze fähig iſt; weil, da die poſi⸗ 
tiven Potenzen xd-°, zer etc. und ihre entſprechenden im 
Nenner, nach Maßgabe, daß x fi vermindert, immer 
kleiner werden, ſo reduciren ſich die in der Parentheſe 
eingeſchloſſenen Größen immer mehr auf erſtes Glied 
in welchem Falle, wenn a = a* vorausgefegt wird, man 


A Er 
I zur Grenze hat. 


In den beyden andern Faͤllen bleibt eine poſitive Po⸗ 
tenz von x im Zähler und Nenner, als gemeinſchaftlicher 
Factor, welches macht, daß eins oder das andere dieſer 
Glieder ſich immer zugleich mit » vermindert, und ſich 
endlich ganz vernichten kann; woraus für den vorgegebe⸗ 
nen Bruch ein Werth von Rull oder größer als jede ges 
gebene Größe entſtehn wurde (Rr. 5). 

Uebrigens werden wir bemerken laſſen, daß man die 
Grenze ſowohl für das Wachſen als Abnehmen von x 
finden kann, wenn man ſogleich den Zähler und Nenner 
des Bruches, jeden auf fein erſtes Glied reducirt, 
welches nach dem was man (Nr. 8) geſehen hat, in ei— 
nem und dem andern Falle den betraͤchtlichſten Theil des 
Werthes dieſer Funktionen ausmacht; und auf dieſe Art 
werden wir kuͤnftig damit verfahren. 


N 14. 
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14. 


Die Prineipien die wir fo eben gefunden haben, ſind 
hinlaͤnglich, die Grenzen derjenigen Größen zu finden, 
die deren fähig find, und wir wollen dieſe durch die 
zwey folgenden Saͤtze ſchließen, die uns ſehr nuͤtzlich 
ſeyn werden. 

1. Zwey Größen, welche Grenzen einer nem: 
lichen Funktion find, find untereinander gleich 

Denn, wenn dieſes nicht wäre, fo würden dieſe bey: 
den Groͤßen einen Unterſchied haben; folglich wuͤrde als⸗ 
dann die gegebene Funktion ſich nicht einer und der andern 
dieſer Größen mehr als eine gegebene Größe nähern koͤn⸗ 
nen, welches wieder die Erklarung der Grenzen iſt. 

2. Wenn zwey Größen unter einander ein 
unveränderliches Verhältniß beybehalten, fo 
iſt dieſes das Verhältniß ihrer Grenzen; dies 
iſt durch ſich ſelbſt ſchon klar. 


15 


Entwicklung der Funktionen in Reihen. 
1. Von den algebraiſchen Funktionen. 


Wir wollen nun zu der Entwicklung der Funktionen 
in Reihen uͤbergehn und mit dieſer (p -Fx)n den Anz 
fang machen. Obwohl ſie ſich faſt in allen Elementar- 
Büchern findet, fo glauben wir doch, daß, da die Art, 
wodurch man dazu gelangt, ſich im ſtrengen Verſtande 
nur auf den Fall anwenden läßt, wo n eine ganze poſiti⸗ 
ve Zahl iſt, wir hier daſſelbe aufs neue durch ein Ver: 
fahren erweiſen muͤſſen, welches dieſer Einſchraͤnkung 
nicht unterworfen iſt. Ueberdies, darf man nur wenig 

f in 
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in der Analyſis bewandert ſeyn, um zu wiſſen, daß der 
Ausdruck (p + x)", welchen man gewoͤhnlich Newton zu: 
ſchreibt zur Entwicklung aller Funktionen dienet; daher 
iſt es ſchicklich, bey Abhandlung dieſes Gegenſtandes mit 
dieſem anzufangen. 
Die Anſicht der erſten Potenzen von (1 + x), nem: 
lich: a 

(+)=1+x 

(+ *) I 2X ＋ X 

(1 ＋T * I ＋ 3 ＋ 3 ＋ x 

(„1 ＋ * 1 ＋ 4 ＋ 6 ＋ 4 ＋ * 

etc, 
leitet im allgemeinen vorauszuſetzen 
(I ＋ * I T Ax ＋ BX. + CX + Dx“ + etc. 

wo die Coefficienten A, B, C, D, etc. von x unabhängige 
Zahlen ſind, ſo, daß ſie, welchen Werth man auch dieſer 
Größe giebt, immer die nemlichen bleiben. 


Aber man hat 
0 ＋ = be 4 55 
wenn wan nun in die vorgegebene Reihe 5 ftatt x ſetzet, 


ſo wird man haben: 
pd 5 * 5 * 05. 2 bs. ＋ . 


und indem man die Wü Wach pn volführer, 
koͤmt heraus (1). 
(p n S pn 5 8515 + Bph-ax + Ce- 
pa A 
eine Gleichung, die unabhaͤngig von einem jeden beſondern 


Werthe, welchen man poder x giebt, richtig ſeyn muß, wenn 
f die 
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die Coefficienten A, B, C, D, etc, ſchicklich beſtimmt 
werden ). 


Wir wollen nun vorausſetzen, daß x ſich in x gi u 
verändert, fo müßte man alsdann haben: (7 
f (pT Tu) 


) Wenn man ſagt, daß dieſe Gleichung unabhängig von ei⸗ 
nem beſondern Werthe von p oder x beſtehen muß, fu vers 
ſteht man dadurch, daß alle ihre Glieder ſich unter einan⸗ 
der vernichten müſſen, fo daß für dieſe Größen keine Be— 
ſtimmung daraus erfolgt. Wenn man zum Beyſpiel 

(p T D p T pk * 

„hätte; fo iſt klar, daß wenn man den erſten Theil der Glei⸗ 
chung entwickelt, ſo würde man finden, daß er aus den 
nemlichen Gliedern, wie der zweyte beſtehet, und die 
Gleichung würde folglich für jeden Werth ven p und x 
richtig ſeyn. Mit der Gleichung p' + * = apx 
würde es ſich ſchon anders verhalten. Dieſe kann nicht für 
alle Arten von Werthen für p und s beſtehn; es if durchaus 
noͤthig, daß eine dieſer Größen durch die andere beſtimmt 
ſey. Die erſte Gleichung iſt von derjenigen Art die man 
identiſche nennt. Man ſieht alſo, daß jede identiſche 
Gleichung kein Verhältniß zwiſchen den Groͤßen aufſtellt, die 
fie enthalt; fie beweiſet nur, daß eine gewiſſe Bedingung ers 
füllt iſt, oder daß eine Wahrheit ſtatt findet. Wenn man 
ſich vorſetzt, eine Aufgabe aufzuloͤſen, und man die Glei⸗ 
chung gefunden hat, welche die Aufloͤſung davon geben muß, 
ſo iſt dieſe Gleichung nicht identiſch; wenn man aber durch 
ein beſonderes Vorgefuͤhl oder durch fremdartige Betrachtun« 
gen, den Ausdruck der unbekannten Großen errathen hätte, 
und man dieſen in der vorgegebenen Gleichung ſtatt jener an 
die Stelle ſetzte, dann wurde fie identiſch werden; woraus 
folgt, daß wenn man einen Lehrſatz ausſagt, und 
ihn hernach durch den Caleul beweiſet, ſo wendet man im⸗ 
plieite nur identiſche Gleichungen an; man kann alſo guch Syn⸗ 
theſis in der Algebra haben. 
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(pt hn = pu + Apı-T (su) + Bp +)? 
+ ep 3a K u)t ＋ Dprmact u E 


Man kann aber dieſe Gleichung auch unter einer andern 
Form darſtellen, wenn man p X ꝗ ſetzt: dann 
wird (p Tx Tu), (g + u)n werden, und indem man 
q an die Stelle von p, und u an die Stelle von x in 
der ge Er (1) fo wird ſich daraus folgendes 
ergeben 3). 

( ＋ u)n an + Aqu- x u ＋ Ber” u" + Cm aut + 

Dqu- A u- +. 


Die zweyten Hälften der Gleichungen (2) und (3) find 
nur Ausdrucke einer und derſelben Größe, unter zwey 
verſchiedene Formen gebracht; man kann ſie alſo gleich 
ſetzen, welches geben wird: 
pu EApB- (A Hu) K B- (Xu fgP-HAgn-Tu+Bge-2u? 
+Cpn-3(x-u)’+Dpn-4xtu)') TCqu- zu ＋Tqu- au- 
Hs ARE 3 
um aber die zwey Haͤlften dieſer letzten Gleichung mit 
einander zu vergleichen, muß man in der erſten die Po⸗ 
tenzen (x # u) die ſich da finden, zuerſt, entwickeln; 
wenn man nun die Gleichung Cr) nachahmt, fo wird man 
ſehen, daß man annehmen kann: 
x ＋ u =x T. alu 
(XK ＋ u)? = N ＋ a“ xu + bw 5 
(* ＋ u) * ＋ a/ xb + bx u + c u- 
(* T u)! x T avx'u + bvx su- + c/Yau? + du“ 
etc, E 
wo die Buchſtaben a, b, c, d, etc, die von x und u uns 
abhängigen Zahlen bezeichnen und der Accent den ſie ha— 
ben andeutet, zu welcher Potenz ſie gehoͤren. Indem wir 
dieſe Werthe an ihre Stelle ſetzen, und ſie ſo ordnen, 
daß 
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daß alle Glieder von derſelben Potenz u ſich in einer ver⸗ 
tikalen Columne befinden; fo hat man (40. 


p® ＋Apn=T a, Ba a epa“ 
Tap xXx TBP A⏑ν, | p- bx Fe ! 
7 Up- „| +Cp9= Za“ u Dpa- Ab! u ar 


pa- 3x? ps 4a“ R ER 


Dp ADE f | 
Te. ) 
2 
obe- 0 b 
BE u“ E. qu + Aqu-Tu-＋ Bu- ur q- zu- 
7 
\ = / + Donau... 


Weil der Werth von x in der Gleichung (1) unbe⸗ 
ſtimmt bleiben muß, ſo iſt leicht zu ſehen, daß in der 
Gleichung (4) von x und u eben das gelten muß, da fie 
nur eine Folge der erſten iſt; nun kann eine ſolche Ber 
dingung nicht erfüllt werden, es ſey denn, daß die Glei⸗ 
chung (4) unabhängig von u identiſch wird, das heißt, 
daß die Größen, welche eine und eben dieſelbe Potenz von u 
in der einen und in der andern Haͤlfte der Gleichung 
multipliciren, ſich einander wechſelsweiſe aufheben. 

Wenn man zuvörderſt die erſte Columne jeder Haͤlfte 
vergleichet, fo findet man 

pu I Apn- 1 + pur ax E Cp * RE San. 
welches ſelbſt zufolge der Hypotheſe ein identiſches Reſul⸗ 
tat iſt weil qu = (p + x)". 

Wenn man zu or enge Columne übergeht, fo 

findet man 
Au- x a, F 
b u Aqu- x 
eine Gleichung welche hinlaͤnglich iſt, die Eoefficienten 
I. Theil C „ B 6, 
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A, B, C, D,. zu beftimmen. In der That, 
R 
q N 
wenn man ſtatt (p + x)” feinen Ausdruck fest und den 
Nenner wegbringt, ſo wird man haben 
(Apa ra -Bpn- 22x CPU- a Dp Aνα . . (p-) 
= Apt+ A? pA EABpR 2x TACp 3 -FADpt- art... 
und wenn man die angezeigte Multiplication wirklich vor⸗ 
nimmt. 
Apn a’ Su +Cpr- 2a” R DET % 
ie Apu- 1a -+Bpn-22’ j Cu- a “.. 
. Apn + Ap X E ABP N -ACpu-3 X 
Bey allen dieſen Rechnungen muß man nicht ver, 
geſſen, daß A, B. G, D. „Zahlen ſind, in welchen 
weder p, noch x noch u ſeyn koͤnnen; man muß alfo dieſe 
Gleichung wie die Vorhergehende behandeln, und wenn 
man die Coefficienten jeder Potenz von x, in beyden 
Hälften N fo wird man finden 


AS Aa“ (A =Aa! 
4 A — 2% 
Ar Ba!““ - ＋-Ad 5 ( = 
4“ 
AB Ca“ Ba woraus manziehet 10 „BA — a”) 
7701 
* 7 | c(Ä 3 279 * 
Ac=Da'v-+canı | 0 — — 
8 8 
etc. etc. 


Die Art wie fi dieſe Gleichungen bilden, iſt eins 
leuchtend genug, um dieſelben fo weit fortzuführen als 
man will, und man ſieht leicht ein, daß, wenn Ppa-in am 
und Qpn-m- 1 xm zwey aufeinander folgende Glieder der 
ee von (p + hn vorſtellen, man haben wird 


AP We ed 45 Pale tm), 
welches 
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welches giebt 
ö EA 4/0 “+ m-2y] 
us 
ae al IE 
ein ass in welchem m keine Potenz von a, ſondern 


die Zahl der Aecente anzeigt, 3 dieſer Buchſtabe ha⸗ k 
ben muß. 


Wir werden bemerken, daß die Coefficienten B. C, D, ... 
alle beſtimmt wären, wenn man a, %% u. ſ.w. A kennte; 
aber dieſe letzten ſind weiter nichts als die Coefficienten des 
zweyten Gliedes in den Potenzen des Binomiums, welche 
die Zahlen 1, 2, 3. . . n zu Exponenten haben. 


Hieraus folgt, daß man aus dem zweyten Gliede der 
Entroicklung von (p + x)" alle übrigen ableiten kann; 
denn da A der Evefficient dieſes zweyten Gliedes iſt, fo 
muß man daraus als aus beſondern Fällen die Coeffi⸗ 
cienten der zweyten Glieder von (? ＋ * (( ＋ x)” 
"Pr e 


i a 16. f 
Man weiß ſchon, daß die zweyten Glieder dieſer 
erſten Potenzen x, apx, 3p* . . ſind; es iſt natürlich, 
hieraus analogiſch zu ſchließen, daß der Coefficient des 
zweyten Gliedes von (p + x) a, npr-ix ſeyn wird. 
Es bleibt uns alſo nur uͤbrig dieſe Behauptung zu bewei⸗ 
fen, um im Stande zu ſeyn, alle Coefficienten der geſuch⸗ 
ten Entwicklung anzugeben. 
Zu dieſem Ende bemerken wir, daß 
(+ Sur 8 + or 8 4 * 
und folglich - v 
Gr n (i . An . br, 4.9 G 5 
hiergus wird man ableiten a 


C2 (i+x) 


36 Einleitung 


+ AT „tr 50 

(„ + satt : = 13 e +. 
ein Reſultat welches uns zeiget, daß wenn der Coeffi⸗ 
eient des zweyten Gliedes von (1 + x)", A ift, der Coef⸗ 
ficient des zweyten Gliedes von C1 + X), A+ ı 
ſey; und daß folglich, wenn der Exponent ſich um 
eine Einheit vermehrt, dieſer Coefficient auch um eine 
Einheit wachſe; aber ſein Werth fuͤr die erſte Potenz 
G ＋ ), iſt 1; er wird alſo 2 für das Quadrat 3 für 
den Cubus, und überhaupt n für die nte Potenz feyn,. 
5 Die vorhergehende Art zu ſchließen iſt nur da an— 
wendbar, wo n eine ganze poſitive Zahl iſt; aber geſetzt 
wir haͤtten N 


n 
( ＋ z) = 1 ＋. Ax ＋L BA +. 

wenn man die zwey Haͤlften dieſer Gleichung zur Potenz 
m erhebt, nachdem man der Kürze wegen 

Ax + BWA E. Mx 
gemacht hat, ſo wird man haben 

. (I ＋ X) = (I + Mm. 

1 Da aber nur 805 zweyte Glied geſucht werden ſoll, 
muß man in der Entwicklung bey dieſem Gliede ka 
bleiben, und weil vorausgeſetzt iſt, daß m unden ganze 
Zahlen find, fo wird man 1 +nx I + mMx, has 
ben; wenn man wieder fur Mx feinen Werth ſetzt, indem 
man ſich auf das in der erſten Potenz x multiplicirte 
Glied einſchränkt, fo kommt heraus: 


nx = max, folglich ch — = 
Es ſey endlich 


5 0 = ＋ A + - a 
man weiß, 8 


i G—x) 0 
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(I ＋ *) m == 


1 


—.— 


na 


(1 ＋ 0 
und folglich 


Ct + x)a(ı+ x) = 5 
ſetzt man wie oben 
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— Rn, 


(1 ＋ K = 1 + Ax + Bx⸗ R 
multiplicirt, und dieſe Entwicklung mit der Bouftehendeh 
redueirt, fo wird man haben ö 

I 5 
A a 
X T AA“. * . ER 

+ A= 13 . 

5 J 3 
nun muß dieſe Gleichung für jeden Werth von x ſtatt fin⸗ 
den, es muß alſo N 

8 ’ ls 
B+AMX+PB=o) 
etc. ſehn. 
Da wir aber nur den Coeffictenten A“ noͤthig haben, 
fo werden wir uns nur mit der erſten dieſer Gleichungen 
beſchäftigen, und daraus ziehen: 4“ — A oder in⸗ 


1 2 n 
dem wir für A feinen Werth 15 ſetzen 


A“ — —. 


m ö 
Wenn mean die Reſultate zuſammenſtellt, fo wird man 
ſehen, daß die zwey erſten Glieder 


G Vn a u 
4 n . 
von 4% ＋ m find | | 1 9 — * 
| DEREN n 
LI *) m & Lem 1 . 
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Man kann alſo behaupten, daß, welche Zahl n auch 
immer vorſtelle, wenn ſie nur rational iſt, die 
zwey erſten Glieder von {T+x)", I enx ſeyn wer 
den. Wir werden in der Folge zeigen, daß der vorherge⸗ 

hende Satz, immer wahr iſt, wenn auch n eine irrationale 
oder ſelbſt eine eingebildete Große wäre 9 


17. 


Wir wollen die Gleichungen 
A= — Aa * 


9 
3 | 
. 
U 


8 a 

B (A — a”) 
art 

8 A — ee 


0 
N 


© 
| 


G—— 2 


P ( — Alm) 
alm+ı) / J 
Eke. = 1 
wie⸗ 


9) Da irrationale Sroͤßen Grenzen find, welchen ſich ratio⸗ 
nale Größen von beyden Seiten ohne Ende nähern, fo gilt 
auch alles was von dieſen letztern wahr iſt, auch don ihrer 
Grenze, und daher gilt der von Lacroix hier geführte 
Beweis, auch für irrationale Exponenten. Eben 
ſo ſieht man leicht ein, daß wenn der Exponent als eine 
veränderliche Größe betrachtet wird, dieſes auf der 
Form der entwickelten Potenz keinen Einfluß hat, da die 
Form von der Größe der Beſtandtheile unabhängig if, Die 
‚Potenz als eine Funktion des Exponenten angeſehen, iſt ein 

N Glied einer geometriſchen Reihe, deſſen Stelle durch 2 
Eyponenten angegeben wird. g 

FE 


\ 


/ * 8 1 : 
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I 7 1 { U 
wieder vornehmen, indem wir a“ = 1, 4 = 2, 4½ 3, 
ar = 4. . An machen, werden fie A = n geben 


T 
2 i 2 
PFF 
En, 2 3 
De ee er) 
4 | 8 4 
(n — m) 
SR — 
2 m + 1 
ete, 


Der Ausdruck Q enthält das allgemeine Geſetz der 
Eoefficienten und zeigt, wie ſich jeder von ihnen aus ſei⸗ 
nem Vorhergehenden ableitet. . 
Wenn man die eben gefundenen Werthe ſubſtituirt, 
ſo wird man haben f 

f ee „EN, 

R I 2 8 
1 ( =D) n- 20 3) 
142 —— 5 . 
. 

und wenn dieſe Formel bis zu dem Gliede wo der Expo⸗ 
nent von *, m iſt, fortgeſetzt wäre, würde man für die? 
ſes Glied finden. 


nen — 1) (n - 2). . . (n — m ＋ 1) 
FC f 
C 4 Da 


unmögliche Großen werden bekanntlich wie wirkliche 
behandelt, und daher kann auch der Exponent ſogar un⸗ 
möglich ſeyn. 
Alles Geſagte gilt auch von dem gleich folgenden vol y⸗ 
nomiſchen Lehrſatz. 
2 G. 
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Da dieſer Ausdruck fuͤr ſich ſelbſt keinen beſondern 
Werth hat, wenn man nicht an die Stelle von m eine 
gewiſſe Zahl ſetzet, ſo dient er jedes Glied der For⸗ 
mel vorzuſtellen, indem man m gehörige Werthe bei⸗ 


legt; dieſer Urſache wegen bezeichnet man ihn unter den 
Nahmen des allgemeinen Gliedes von der Potenz n 


des Binomiums. 

Die Reihe die wir ſo eben fuͤr die Entwicklung dieſer 
Potenz gefunden haben, endiget ſich nicht, wenn u nicht 
eine ganze poſitive Zahl iſt; denn damit dieſes geſchehe, 5 
muß in der Folge der Factoren. 

uten 1g N 2 Ste. 
ſich einer finden, welcher gleich o ſey, und dieſes findet 
nicht ſtatt, wenn en negativ oder gebrochen iſt. 


: 18. 
Wir haben, um die Coeffieienten A, B, O, D, zu fins 
den, nur die durch die erſte Potenz w in der Gleichung 
(4) multiplicirten Glieder angewendet; indeſſen hätten wir 
doch Recht zu ſchließen, daß die andern in jedem Gliede 
identiſch ſind; denn wenn dieſes nicht waͤre, ſo wuͤrden 
daraus neue Gleichungen entſtehn, denen man unmöglich 
genug thun könnte, weil die Größen A, B, C, P, 
ſchon beſtimmt ſind, und es folglich nicht wahr ſeyn 
wuͤrde, wenn man ſagt, daß die Entwicklung von (1-+x)" 
durch eine Reihe i 
It x + M ＋ B T ea! 


die allen Werthen von x zukaͤme, dargeſtellt werden 


koͤnnte. 
Obgleich dieſe Schluͤſſe auf eine zureichende Art, die 
Rechtmaͤßigkeit der Entwicklung die wir erhalten haben, 


zu beweiſen ſcheinen, ſo werde ich doch um nichts zu 


wün⸗ 
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wunſchen übrig zu laſſen, noch darthun, daß die andern 
Glieder der Gleichung (4) ſich gegenſeits vernichten. 
Zu dieſem Ende werde ich den Ausdruck wieder vor⸗ 
nehmen 
. psx (.- F- Fp GLA h-s (uu 
N „ DpmrA (x + u)? 
wovon die Entwicklung das erſte Glied dieſer One: 
ausmacht, und ich werde wahrnehmen, daß man dieſe 
Entwicklung durch Huͤlfe des Vorhergehenden bewerkſtel⸗ 
ligen kann, weil die Coefficienten A, B, C, D, .. be⸗ 
ſtimmt ſind. Ich ſuche alſo, durch welche Groͤße eine 
beliebige Potenz von u, zum Beyſpiel um multiplieirt iſt, 
Es iſt leicht zu ſehen daß man zu um nicht eher kommen 
kann, als bey dem mit (x + u)" behafteten Gliede, 
aber wenn man von dieſem Gliede ausgeht, fe findet man 
um in allen felgenben Gliedern; ; fo, daß wenn man die 
Potenzen 
(* + 9 Chin + u) mtr u. ſ. w: 
entwickelt, und auſtatt von x anzufangen, von u anfängt, 
welches gleichguͤltig iſt, fo wird um im erſten Gliede der 
erſten Entwickelung, im zweyten DE zweyten Entwi ung 
und fo weiter ſeyn. 
Wir wollen alfo vorausſetzen, daß man in der vor⸗ 
geſetzten Reihe folgende Glieder habe: 7 
8 1(Xumtr Rp m- (Kum 
+ spa-mes (x FTüDm fs K 
Hieraus 15 fuͤr den . von um folgendes enk⸗ 
ſpringen 
FPqa-m . b 1) Op- mA XA l fbper meg xs xX 


* 
1 242 —.— (mE Spu-n=3 gi en 


Br aber 


\ 


\ 


1 p en 
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aber nach dem Geſetz das wir in Veziehung auf die 


Coefficienten der Entwicklung von (p + a gefunden ha⸗ 
ben, muß man haben 


(nm) - = 
Sr m ＋ L = =: 

(n m-) (n m) (n- 

S TTT 
m 2 (mi) (m 
4 8 (n - m 2) Er (nm) (m = m-) 
f BE. (ntı) (ma) (m+3) 
eto. 5 


wenn man dieſe Größen ſubſtituirt, und die Reductionen 
macht, die ſich von ſelbſt ergeben, ſo wird man inden 


{n—m) n- mi) 
(mn -.) Bu 2x® 


(nm) (n-m- ) n m 2) 
RR 
Es iſt leicht zu erkennen, daß die in der Parentheſe 
eingeſchloſſene Groͤße nichts anders als die Entwicklung 
von (p + x) u-in ſey. Der Coefficient von.um wird alfo 
in der erſten Hälfte der Gleichung Pep) um feyn; aber 
im zweyten Theile iſt er unſtreitig Ppr-m = P(p + x i 
die Itenditaͤt iſt alſo bewieſen. 

So lang auch die vorſtehenden Rechnungen ſcheinen, ſo 
verdienen ſie nichts deſto weniger eine beſondere Aufmerk⸗ 
ſamkeit, weil fie nur auf die ſtrengſten Principien gegruͤn⸗ 
det ſind, und weil ſie, wie man bald ſehen wird, zu ei⸗ 
ner großen Menge eben ſo nuͤtzlicher als eleganter Reſul⸗ 
tate leiten, 


n- m- a K - 
g J 


= 19. 
Es iſt lei t aus der Entwicklung der Potenz n des Bino⸗ 


miums, die Entwicklung der nemlichen Potenz fuͤr ein beliebi⸗ 
a | 2 ges 
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ges Polynom ium (arb ehrd fe. . ) abjufeiten. 
Um auf eine bequeme Art dahin vu ande werden wir 
der Kuͤrze wegen die Entwicklung von (a ＋ bin durch 


an . A an- b + Ban- b. + Can- 3 b 1 
vorſtellen. ; 


Wenn man jetzt vorausſetzt, daß ſich b in b ce 
verandert, ſo wird das Binomium ( + b) das Tri⸗ 
nomium arb 7 c) werden; und man müßte in der 
vorhergehenden Entwicklung 

f. kt. N 
ſtatt. b, be, b' . . ſchreiben; durch dieſe Suskitutin 
wird man finden: 


5 | 8 
| 134 \ | Kae 
n 2 9 TBau-aꝗ Habe ca- 3 5 9 
l A ; . 1 ＋ 3b’c | 
Lee n (e 

* 


ein Reſultat, welches man leicht ſo weit man will fort⸗ 
ſetzen kann. Es ſey alſo Nau-u bu“ das allgemeine Glied 
von (a ＋ bin; fo wird es ſich in Nang w eb + ce, umaͤn⸗ 
dern, und wenn man 
R be, + AbwrsctB/bu ze? + Cibnı-3c’ 7 
＋N/ buen“ ont! +, 
acht fo wird es. 
( bu 4 
912 Albe-ic ! 
\ jr Bbg c= 5 
Ari { 5 . bu ac’ 2 
1 etc, 
Wenn man diefe ee mit Aufmerkſamkeit be⸗ 
trachtet, ſo bemerkt man bald, daß in jedem Gliede 
a aus 
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aus welchen ſie beſteht, die Summe der Exponenten von den 

Buchſtaben a, b. c, u. ſ. w. immer gleich n iſt, welche aber 

übrigens, jeder beſonders, alle Werthe haben, die dieſer 
Bedingung Genuͤge thun koͤnnen; man ſieht uͤberdies, 
daß das allgemeine Glied, das iſt, jenes, welches nur 

unbeſtimmte Exponenten enthaͤlt, zu ſeinem Ausdruck 

NN/an-n pr'-n” cn habe. s 

Wir wollen noch ſetzen, daß ſich e in (et d) ver⸗ 

ändert und daß man habe 
(e Id), An“ Ad LRH Ed en- d' . 
＋ Nennen!“ 
wenn man dieſe Entwicklung an die Stelle von cu“ im 
vorhergehenden Reſultate ſetzt, ſo wird man finden, daß das 
allgemeine Glled des Quadrinomiums (a+btcte)n 
ſeyn wird: \ 
N N’/N! an-n! had-ndı c-! dn“. 

Es iſt leicht dieſes Verfahren fortzuſetzen, und man 
ſieht ſchon, daß, da N“ ann cn das allgemeine 
Glied des Binomiums (d + e),“ iſt, jenes vom Qu in⸗ 
tinomium (a r bre Harte folgendes ſeyn 
muͤſſe: f 

NN NN “A ann; bn -n. cn 1 du C=n1＋-ô aT. 

Um jedes allgemeinen Glied zu haben, ſo iſt wei⸗ 
ter nichts zu thun übrig, als an die Stelle der Coeffi⸗ 
cienten NN/N. N!“ . ., ihre Werthe zu ſetzen. 

Weill N der Coefficient des Gliedes an-n/ bn in den 
Entwicklung von (a + bon ift, fo hat man g 1 

VVV ER 

2 EEC ET en 1 

Wenn man in dem Zaͤhler und Nenner alle zwiſchen t und 

n — n' inchufive enthaltene Faktoren addirt, fo wird 

ſich der Werth dieſes Ausdruckes nicht veraͤndern, und 
a E man 
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man wird dann haben 2 


U 
r 


— 
0 


NER EEE EIAT Nn 
Man kann N’ von N ableiten, indem man n in u“ und 
a in n“ verändert, fo wird herauskommen 

11 2 . . . > . 55 „ 11 
/ A 
CCC 
eben ſo wird man haben 

„ ER WER BEN FE 144 
Wan ae —— ͤ —— 
N I ER ON NEHM 
R 


n e 


N’# —.— 


Wenn man das Produkt N NN“ N“! macht und alle 
dem Nenner und Zaͤhler gemeinſchaftlichen Factoren 
ausgeloͤſcht werden, fo wird man finden 


Ü ñ xx. a DEE 


I. A. (H= NI. n= N. 2 


. „ e 


— — 


( NI 2 nn n 

en — np 

| n“ — n“ eg 

es ſey zur Abkuͤrzung 1 n“! — n“ = 1 

| ne nv es 

n — 
indem man dieſe 1 1 addirt, wird heraus⸗ 
kommen p + 9 Tr sten, und man wird zum 
allgemeinen Glied des Quintinomiums 


Hase aG@+b+etd+ en . 
aben 


ET. 2 
2 K dordeäti 
1. 2. . P&I. 2. . XI. 2. . l. 2. . . 


* „ + 


woraus 
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woraus es leicht iſt daſſelbe fuͤr jedes e Polynom 
abzuleiten. 1 a 

Durch das allgemeine Glied wird die geſuchte Ent⸗ 
wicklung gebildet, indem man beobachtet, daß es alle 


Potenzen jedes dieſer Buchſtaben a, b. e, d. e.. . von 


o bis mit n enthalten muß, und daß die Summe der 
Exponenten, in welchem Gliede es ſey immer mit en gleich 
ſeyn muͤſſe. Was den Nummeriſchen Coeffieienten ander 
langt, ſo zeigt die vorhergehende Formel, wie man ihn 
von den Exponenten der Glieder zu denen er gehoͤrt ab⸗ 
leitet. 

Um ein Beyſpiel zu geben, werden wir (a b-+c+d)s 
nehmen: indem wir die Entwicklung dleſer Potenz in Be⸗ 


zug auf einen und eben denſelben Buchſtaben ordnen, geſetzt, 


daß dieſes a fey, fo wird man nur noch alle Glieder die 
jede Potenz von a enthalten muͤſſen, ſuchen duͤrfen; und 
die Art wie wir jene die zu a? gehören, bilden, wird zei⸗ 
gen, wie man fi) dabey für jede andere Potenz zu ver 


halten habe. 


Wir ſchreiben 


ar 

ab" 5 20 4 35 

a he d a e d 4 d 
a d? 

h es 8 

a b e d 


Wie werden uns nicht aufhalten die Coefficienten zu 


bilden, weil gar keine Schwierigkeit dabey iſt, wenn 
man ſich erinnert, daß man ſich bey jeden Buchſtaben der kei⸗ 


nen Exponenten hat, die Einheit als Exponent denkt. 
Wenn en ein Bruch oder eine negative Zahl ware, 

ſo koͤnnte die durch die Gleichung 
DTA TTS T.. . n 


aus 


N 
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ausgedruͤckte Bedingung ſchwer zu erfüllen ſcheinen; aber 
man wird dieſe Unbequemlichkeit vermeiden, wenn man 
dem Polynomium a 4 bed te.. die Form 
eines Binomiums (a . x)" giebt, in deſſen Entwicklung 
man an die Stelle der Potenzen won x, die nothwendig 
poſitiv und ganz ſeyn muͤſſen, jene des Polynomiums 

i a be rde. 

ſetzet. N 


4 


20. 


Man könnte von den vorſtehenden Formeln Gebrauch 
machen, um ’ 
(a bx + ex- ＋ dx’ . on 
nach den Potenzen von * zu entwickeln; man kann aber 
auf eine einfachere Art dahin gelangen, wie man ſogleich 
ſehen wird. Es iſt ausgemacht, daß man vorausſetzen 
kann ö 
(a Tebx + e / da . n 
= A ＋ Bx + 6x: + Dx ＋ Ex? 
denn, wenn man den erſten Theil dieſer Gleichung unter 
der Form eines Binomiums (a Tn ſetzet, und entwickelt, 
ſo wird das Reſultat, was auch en immer ſey, nur ganze 
und pofitive Potenzen von k, von der erſten incluſive an, 
enthalten; und wenn man folglich an die Stelle dieſes 
letzten Buchſtabens feinen Werth ſetzte, fo wurde dieſe 
Subſtitution nur ganze und poſitive Potenzen von x vers 
ſchaffen. Dieß feſtgeſetzt, ſo würde man, wenn ſich * in 
* + u verändert, folgendes haben ... (1) f 
[a Tb&+tu) Tu)“ + d(a ru) . . . In 
A . BAT) ＋ C(K Tu) T DGE ＋ E(x xu) 
Da dieſe Gleichung unabhangig von einem beſondern 
Werthe 
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* 


Werthe von x und von u ſtatt finden muß, fo muͤſſen die 


Glieder, welche in der Entwicklung der einen und der 


andern Hälfte der Gleichung jede Potenz von x und u 
multipliciren, identiſch ſeyn. Wir wollen damit anfangen, 
in Bezug auf u zu entwickeln, indem wir uns auf die 
Glieder einſchraͤnken, welche die erſte Potenz dieſer Groͤße 


multipliciren, und uns ſogleich mit der erſten Hälfte der 


Gleichung a 
Die Function 

a ＋ bx ) ce f A d f n . e a 
wird ö 

＋ a ＋ bx ＋ ex I d& 

+ bu ＋ 2cxu +3dx?u | 

„en ad ? 

8 


Man mache um abzukuͤrzen 


a ＋ bx ＋ cx ＋ dæ . =Pp 
(b ＋ acx + 3zdx .. Hu) 
+ (eu ＋Zdxu af 7. 

! etc, 

fo wird man haben: 
JJV eo» Bram 

da wir aber nicht uͤber die erſte 9 85 von u hinaus- 
gehn wollen, fo werden wir nur die zwey Glieder. 
pn + nPa-Iqu betrachten. Indem wir, für qu feinen 
Werth ſetzen, wird man fehen, daß man die zweyte Fir 
nie und die folgenden davon ausſchließen muß, weil ſie 
zu us und zu höhere Potenzen gehörige Glieder geben 
wuͤrden; es wird alſo zum Endreſultat herauskommen 
pn + npn-1 (b + gcx + 3dx . . u 
f Wir 
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Wir wollen nun zur zweyten Haͤlfte der Gleichung 
(1) uͤbergehen; ſie giebt ſogleich 1 
A ＋ B ＋ Cx ＋ Dx’ + Ex! + ett. 
+ (B + 2Cx + 3Dx? + 4E + etc.) u 
Die erſte Linie ift nichts anders, als der für 
(A2 ＋ bx ＋ cx E. . n 
oder pu vorausgeſetzte Werth; man wird alſo durch Der, 
gleichung der Coeffieienten von u, haben 
npa-1(b+20x-+3dx’+ F 
aber pu- x 2 3 
ſetzt man ſtatt pu und p ihre Werthe und bringt die 
Renner weg, ſo wird man finden 
n(A-FBx-FCx’+Dx’+Ex*+ete ).(b+20x +3dx?+4ex’+...) 
=(B-F2Cx-+3Dx? +4Ex° ete.) ,(aspbx+cx”+dx’-Fex*etc. 
vollfuͤhrt man die angezeigten W e ſo wird 
man erhalten 
nbA+nbB [x ＋ nbC |x*-+ nbD * T nbElx* etc, 
-++2ncAl anch ancd] +2ncD 
+3ndA +3nar] +3nde 
: aneh + ane 
| + snfA 
aB ＋ 2aCıx -+3aD (x? ＋ 4aE x ＋ Saß 
＋ bB| +2bc ＋ 3bD -++4bE 


| 
| 


x" etc, 


= J ? ＋ cB +2c6 -F3cD 
+ dB 2d 
| | | + eB 


Wenn man die Coefficienten der gleichnahmigen Potenzen 
von x vergleicht, ſo wird man finden, 


1, Theil © nd. 
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a B nbA 
23C=(n—ı)bB-+F2ncA 
3aD={n—2)bC-H{an—r)cB-+3ndA 
4aE=(n—3)bD-+(2n—2)e@-F(3zn—1)dB-+4neA 
5aF =(n-4)bE+(2n—3)cD+(3n—2)dC+-(4n—1)eB 

=+önfA etc. 

Das Geſetz dieſer Werthe iſt leicht zu faſſen; alle 

Coefficienten B, C, D, etc. werden beſtimmt ſeyn, ſobald 
A bekannt iſt; man ſieht aber, daß es den Werth der 
Entwicklung ausdruͤckt, wenn x=o, und in dieſem Falle 
reducirt ſich die vorgeſetzte Function 

s (a ＋ bx ＋ cx ＋ dx . . ) 
auf an, man hat alfo A = an. 

Wenn man nach dieſem Werthe, jene der Buchſta⸗ 
ben B, C, D, etc, berechnet, wird man leicht finden, 
daß die Potenz n das Polynomiums 8 

a ＋ bx ＋ cx Hd +... 
den Ausdruck hat g 
an ＋. nau- 1 bx + 


5 eg 


Pas b? 
7 
＋ nan xe J 
a 1% 
e 
n. (n 2 
1 
* nan-Id 3 


= 
an-2 bc | 


+n{n-n 


8 
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an—ı) (n—2) (n— ae 


8 
* EE 5 
11) = u 4 bie 
5 en: s 5 
+ on f Tai bd 
2 8 
+ haß-fe 
＋ 1 n HI) (ua) h-) N) = ans bs 
I:2 2 3 4 
+ Ze (n—2) (13) (2— 5 an- 4 bẽ e 
a I 2 3 
n(n=1) 0-3 1 
a — u i be 
7 I * 1 N 5 
RR ha- 2 5 b 
1. 
N nan- f 


sr 


2 


* 


N 
| 
J 
1 
| 
. 
Er 


Moibre, welcher zuerſt dieſe vorſtehende Formel gab, 


ließ auch das Geſetz bemerken, nach welchem man alle 


Glieder bilden kann, die fie enthält; da wir aber keine 


Gelegenheit haben werden ſie oft anzuwenden, ſo werden 


wir uns 


bey dieſem Gegenſtande nicht laͤnger verweilen. 


Wir werden nur anmerken, daß es keine algebraiſche 
Sunctionen giebt, die man durch das Vorhergehende 
nicht entwickeln koͤnnte; denn die allgemeinſten konnen 
nichts anders als eine Combination von Monomen oder 


D 2 


Polp⸗ 
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Polynomen fehn, zu poſitiven oder negativen ganzen oder 
gebrochenen Potenzen erhoben. 


21. 
Von den tranſcendentken Funetionen. 


Wir wollen uns nun mit den tranſcendenten Zune: 
tionen beſchaͤftigen. ö 

Die einfachſte unter allen dieſen Functionen iſt dieſe, die 
unter dem Nahmen der exponentialen bekannt iſt, 
und zu welcher man auf folgende Art kommen kann. 


Exponentiale und logarithmiſche Functionen. 


Wenn man die Relation betrachtet, welche ſich zwi⸗ 
ſchen einem beliebigen Gliede einer gegebenen geome⸗ 
triſchen Progreſſion, und der Stelle die es einnimmt, 
befindet, und das erſte Glied . den Exponent der Reihe 
a, das geſuchte Glied y, und die Zahl der Glieder die ihm 
vorangehn x nennt, fo wird man, wie bekannt iſt, ha⸗ 
ben y= «ax. In dieſer Gleichung wo « und a als un⸗ 
veränderliche Größen betrachtet find, weil man nur eine 
beſondere Progreſſion zum Gegenſtande hat, iſt y eine 
Function von x und umgekehrt x von y; aber dieſe Func⸗ 
tionen find eine wie die andere von einer höhern Ord— 
nung als die algebraiſchen Funktionen; denn man ſieht, 
daß man, um y zu erhalten, eine unbeſtimmte Anzahl 
Multiplicationen, die ſelbſt in Ausziehungen von Wurzeln 
übergehn koͤnnen, verrichten muͤſſe, wenn man x gebro⸗ 
chene Werthe beylegt. Die Gleichung y= as wechſelt 
ihren Grad bey jedem Werthe den x annimmt, weshalb 
auch Jakob Bernouilli, der ſich damit zuerſt beſchaͤftigte, 
ſie die durchlaufende Gleichung ((Equation parcou- 


rante) nannte. Die Beſtimmung von x durch y anlan⸗ 
gend 
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gend, ſo kann ſie ohne Anwendung der Logarithmen nicht 
ſtatt ſinden. 

Wir werden die Mittel geben die Function y zu ent⸗ 
wiekeln, und zu mehrerer Vereinfachung « = ı anneh⸗ 
men, woraus 7 = ax folgt. Wir werden vorausſetzen, 
daß as durch die Reihe e | 

As ＋ Az x ＋ A, x HA. 4 
vorgeſtellt ſey; As, Ar, Az . .. find von x unabhängige 
Coefficienten, und die unteren Ziffern o, 1, 2, . . zeigen 
den Exponenten der Potenz von x an, worin der Buch⸗ 
ſtabe zu welcher ſie gehören multiplicirt iſt; alſo wird 
Am der Coefficient von xm ſeyn. Was mich beſtimmt 
hat, dieſe Bezeichnung zu gebrauchen, ob ſie gleich ein 
wenig verwickelt ſcheinen mag, iſt, weil es! vermitelſt 
ihrer leicht ſeyn wird, das Geſetz der Werthe der Coeffi⸗ 
cienten zu entdecken. / 

Man wird vielleicht fragen, welche Betrachtung die 
Wahl der Reihe beſtimmt habe, und warum ſie nach den 
ſteigenden Potenzen von x fortgeht. Es wird leicht ſeyn 
auf dieſe Fragen zu antworten. Die Function ax wird 
wirklich der Einheit gleich, wenn man * = o macht; 
und wenn man der air 8 Form gegeben haͤtte: 


. * Z +4... 


fo fieht man, daß für * o alle Glieder diefer Reihe 
unendlich geworden wären, und daß fie Daher die vorgege⸗ 
bene Function nicht hätte vorftellen koͤnnen. Ueberhaupt, 
wenn die Form der Reihe der geſuchten Entwicklung 
nicht zukommt, fo führt der Calcul auf wiederſprechende 
Relationen zwiſchen den Coefficienten. Hieraus folgt, 
daß man, um auf die Reſultate der Methode der un be⸗ 
ſtimmten Coefficienten, die wir hier anwenden, 

8 ſicher 
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ſicher rechnen zu koͤnnen, ſich erſt verſichert haben muß, 
daß man keine widerſprechende Relationen antreffe, ſo 
weit man auch den Calcul treibt; dafur wuͤrde man 
fuͤr den Fall, wenn die Reihe unendlich iſt, nur dann ſte⸗ 
hen koͤnnen, wenn man das Geſetz anzeigen kann, wel⸗ 
chem ihre Glieder folgen. 

Dieſes vorausgeſetzt, wenn x, x u wird, fo veräns 
dert ſich die Function ax in axfu, weil aber die Coeffi⸗ 
cienten A,; A AE unabhängig von jedem beſon⸗ 
dern ie von x find, fo muß man ebenfalls en 

= A ＋ A, x ＋ A: ＋ A * 
au = A = Au ＋ au 1 Au +... 

endlich a 

af = A, ＋4. (x u) ＋ A (X u) ＋ A, a XR 
und wegen X au = axtlı, muß das Produkt der erften 
beyden Reihen der letzten elch keen. Um die verſchie⸗ 
denen partiellen Producte zu ordnen, iſt es hinlänglich, 
um eine Stelle hereinzuruͤcken nach Maaßgabe als man 
den Multiplicator in der zwehten Reihe andert und alle 
die von einerley Potenz von (Tu) in der dritten Reihe 
entſtehenden Glieder in einer verticalen Columne aufzu⸗ 
ſtellen; man wird alſo haben: 
A ＋ A, A, * ＋ As A= x ＋ A, A; HAAR . 

＋ A, Ac u + Ar A, ux ＋ A, AZ ux ＋ A, A; ux T. .. | 

＋ A, As u? +A,A,u’%x HA,A,u’’t... + 
+ A, A u' ＋ A, A, Ber, 
+ A,Aut, 4 

N T Ax ＋ Ax ＋ Ar X A * E 

| ＋ Au ＋ 2A, ux 3A, ux ＋ AAA uxR +... 


= + Aut + 34 u ＋ GA, u 
＋ A; u TAA ux +... 
+ Aru“ R 


Da 


— 
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Da dieſe Gleichung ſtatt findet, was auch * und u 
immer ſeyn moͤgen, ſo folgt daraus nothwendigerweiſe, 
daß dieſe Großen in die Beſtimmung der Coefficienten 
keinen Einfluß haben muͤſſen, und folglich die Glieder in 
der einen Hälfte der Gleichung, durch jene welche ihnen 
in der andern Hälfte entſprechen, vernichtet werden; 
man wird alſo haben A = A,, welches A, = 1 giebt, 
ein Werth den man überall ſtatt A, ſetzen, und wodurch 
man dieſen Buchftaben in den Gliedern zu ſchreiben, wo 
er vorkommt erſpart. Durch dieſe Auslaſſung ergiebt ſich 
daß die erſte Linie der zweyten Hälfte der Gleichung mit 
der erſten Linie der zweyten Haͤlfte identiſch iſt; wir wer⸗ 
den alſo in der zweyten Linie die Gleichungen fuͤr die 
Coefficienten ſuchen, und erhalten 


8 A, 
A,=A, A. = 
; Ar 
IR = SA, 5 A, == 2 
1 Ay: 
Anna 0 f wait wan zebeſ , = 
2 ö 
Aut 8 A 3 2.3 · 4 
.. 2 4 . - = L „ „ „ f 


und überhaupt: 
A r 
A. Am = 1 = min Am Am = an 5 

„ \ 

Da mit Ausnahme des zweyten A, alle Coefficienten 
durch dieſe Gleichungen beſtimmt ſind, ſo folgt daraus, 
daß, wenn die Form die wir bey Entwicklung von ax 
vorausgeſetzt haben, rechtmäßig ift, die dritte Linie und die 
folgenden der erſten Hälfte von ſich ſelbſt mit jenen die 

D 4 ihnen 
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ihnen in der zweyten Hälfte entſprechen, identiſch wer⸗ 
den muͤſſen ). 


Um dieſe Bedingung zu beweiſen, werden wir in 
der erſten Hälfte ein beliebiges Glied um as nehmen; 
ſein Coefficient iſt unſtreitig 


Arm 2 A, min 
Am An oder —X — 2 — — 
L. 23 m I. 23 Ta mien. 


Das nemliche Glied um xu, welches einen Theil der Pos 
tenz m + n von x + u in der zweyten Hälfte aus⸗ 
macht, hat zum Coefficienten 5 


(m ＋ n) (m ＋ n - 1). . em + I) Am n 
152 3% „„ „v. 
aber 


Ich hätte mich der Mühe uͤberheben Finnen, den angezeigten 
Beweis zu machen; denn nachdem ich auf jeder Seite der ers 
ſten Gleichung die identiſchen Glieder ausgeloͤſcht, und hernach 
die beyden Hälften durch u dividirt hätte, würde ich gefun⸗ 

den haben: ee g 

A, ＋ A. * + A. A x ＋ A, A, * 

FJ A, u + A, A ux ＋ A, Aux 7 

A, ＋ 2, Xx + 34; Xx ＋ AA 

1 + Au + 3Azux ＋ GA nx 
ba aber dieſe Gleichung ſtatt finden muß, was auch u immer 
ſey, ſo kann man u o machen, jede dieſer Hälften redueirt 
ſich dann auf die erſte Linie, und man hat nichts mehr, als 
die weiter oben gefundenen Gleichungen. Obgleich dieſer Weg 
kürzer iſt als jener dem ich gefolgt habe. fo glaubte ich doch 
den letzten vorziehen zu müſſen, weil er für die Genauigkeit 
der Entwicklung nichts zu münchen übrig laßt, und daher je⸗ 
nen vollkommener Genüge leiſten wird, welche in der Analy⸗ 

ſis noch keine große Fertigkeit beſitzen. 

Was ich ſo eben ſagte, bezieht ſich ebenfalls auf die Para⸗ 
graphen 33 und 34, und ich werde es daher nicht wiederholen. 
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5 — A. main 
aber A =— —— 
en 1.2.3..(m+n) 


wenn man dieſen Werth fubfiituirt, und die dem Zähler 
und Nenner gemeinſchaftliche Factoren, nemlich alle Zah⸗ 
len von m + n bis mit m ＋ 1 Aloe, ſo hat man 
zum Reſultate 0 
Arman 
i T T . . m 
das heißt, das nemliche wie vorher. Die Identttaͤt iſt 
alſo Bien und wir koͤnnen daraus ſchließen, daß 
. Ar X Re 
bar Beth Tr 


‚22, 


Es ift noch übrig A, zu beſtimmen; zu dieſem Ende 

werden wir x = 1 machen, und 8 haben 
Ay Ar 
a = 1 ＋— b l 

eine Gleichung die eine unbegrenzte Anzahl Glieder ent: 
haͤlt, und von welcher man nicht ſo leicht ſieht, wie man 
den Werth von A, daraus ziehen könnte; wenn man 
aber A. 1 8 ſo wird ſie 5 
1 

. o 
und a wird A eine beliebige Größe zu ſeyn: wir 
wollen den befondern Werth, den a in dieſer Hypotheſe 
bat, durch e vorſtellen, deſſen Naͤherungsausdruck 
2,7182318 iſt, 


ſo werden wir . 
E} * * 


X 
er S 1 4 F 
+7 2 1 7 Zee 


D 5 Da 
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Da dieſe Gleichung ſtatt haben muß, was auch x immer 
ſey; fo wird wenn man x =, ſetzt, herauskommen 


ee a ren 
1 1.2 172.3 1.2.34 


woraus man ſieht, daß a = eln; wenn man die Loga⸗ 
rithmen nimmt, hat man 


A, le S la; und folglich A, = = 


Le 

Wenn man aber nach der Erklaͤrung der Logarith⸗ 
men die Zahl e als die Baſis des Syſtems betrachtet, 
wird man le = ı und A, = la haben; ich habe den 
Buchſtaben ! gecentuirt um anzuzeigen, daß hier von eis 
ner beſondern Art von Logarithmen die Rede ſey, von 
welcher e die Baſis iſt. Wir wollen dieſe Beſtimmung 
zu der Entwicklung von a* anwenden, und es wird ſich 
daraus ergeben 

„ en + 22 meter 

. 1 12 2 
Eine wichtige Bemerkung, die man nicht übeshen muß, 
iſt, daß die Reihe, zu welcher wir gekommen find, im⸗ 
mer wee iſt, ſo groß e der Werth von x feyn 
mag. 
Es iſt nemlich leicht zu hen, daß man das allge⸗ 


1 Kn EEE 
meine Glied dieſer Reihe durch 8 ausdrücken kann; 


das unmittelbar darauf folgende wird alle ſeyn 
| Etz 
L. n 
und wenn das geometriſche e des einen zu dem 


K 
ander n, nimmt, wird man 8 finden. Wenn man 


nun die Reihe weiter Raute fo muß man nethwendl⸗ 
i ger⸗ 
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gerweiſe ein Glied antreffen, in welchem n + x größer 
iſt als K, und welches daher weniger ſeyn wird als je— 
nes, das ihm vorhergeht; und es iſt klar, daß das Ab⸗ 
nehmen in dieſem gefundenen Gliede bey den naspfolgens 
dern immer fortgehen wird. 

Man wird dieſe Betrachtungen leicht auf die Reihen 
anwenden, wo die Zähler der aufeinander folgenden Glie⸗ 
der ein beſtaͤndiges Verhaͤltniß haben, oder in einem aͤhn⸗ 
lichen Verhaͤltniß fortſchreiten, während jenes der Nen⸗ 
ner immer wachſend ehe 


23: 


2 la x 
Weil man A, = = hat, ſo wuͤrde man dadurch 


die Entwicklung der logarithmiſchen Function finden, 
wenn man einen Ausdruck von A, nach den Potenzen 
von a geordnet, finden koͤnnte. Wenn man aber a=ırb 
macht, fo wird die Function ax zu (1 * bx, und kann 
vermittelſt der Formel das Binomium entwickeln werden; 
man hat ſodann: 

(I TbN = 1 * Da 


e SOSE, 


+ 
Rus 
sa p 
1* 2 34 5 
Um dieſe Entwicklung mit jener die wir Nr. 21 ge⸗ 
funden haben, zu vergleichen, muß man fie nach den Wo: 
tenzen von x ordnen, welches folgende Form geben werd: 


DR 


b f be 
1 . 
L 2 3 4 J 
7 4 Ix? 
FFF 
L 3. 4 2 
u. ſ. w, 


Das 
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Das Geſetz des Coefficienten von x ift leicht zu faſ⸗ 
ſen, und weil das das einzige iſt, welches wir brauchen 
um A, zu beſtimmen, fo werden wir auf der Stelle haben 


oder indem man an die Stelle von b feinen Werth a—1 
ſetzt, : 


— 1)? - ER 1 
Pe rm 


3 + 


5 


und hieraus wird man folgern 
a eva 1 
2 3 + J 
Dieſe Reihe iſt nur in dem Falle convergent, wenn 
die Größe a — 1 ſehr klein iſt; mna kann ſie aber im⸗ 
mer durch einen ſehr einfachen Kunſtgriff dahin bringen. 


7 
la les (a—1)— 
7 ; 


n 
Wenn man /a ſtatt a er fo wird man haben: 


ın 
Ware Ve 8 r 


8 m 
man weiß aber daß la = ml Ma; folgendes giebt 


m 
(Va- 1)? 


m 
m 2 8 


2 
m 
BEE er 1 
4 * + 3 


Wenn man nun für m eine fehr sroße Zahl nimmt, 


ſo kann man es dahin bringen, daß Ya fo wenig von 


der Einheit abweicht als man will. 
f Um 
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Um dieſe Operationen leichter zu machen, müßte man 
die Zahl m unter den Zahlen der geometriſchen Progreſſion 
2, 4, 8, 16, 32. . . wählen; durch dieſes Mittel würde 
man bloß O eee ns haben; denn 


V 177 5 = vo Vz 3 8 


Es ſey alſo m = 21; fo wird man durch n Quadratwur⸗ 


on. 5 rn, 
zel⸗Ausziehungen, Ya enthalten. Es iſt zu bemerken, 
daß man es immer ſo machen kann, damit es hinreiche, 
das erſte Glied der vorgeſetzten Reihe zu berechnen um 
den hinlaͤnglich nahen Werth des Logarithmen von a zu 
erhalten. Wenn man ſich nemlich der Decimalen bedient, 
und den Exponenten betrachtlich genung nimmt, daß zwi⸗ 
ſchen der Einheit und der erſten bedeutenden Ziffer der 
ausgezogenen Wurzel, ſich wenigſtens ſo viel Nullen be⸗ 
finden, als man in dem Endreſultat Decimalziffern haben 
will, ſo iſt leicht zu ſehen, daß das Quadrat, welches eine 
doppelt fo große Anzahl Decimalen als feine Wurzel ent, 
hält, außer den fich vorgeſchriebenen Grenzen fallen wird, 
Es ſey zum Beyſpiel a 10: Briggs hat, nachdem 
er 54mal hinter einander die Quadratwurzel aus dieſer 
Zahl zog, zum Reſultat gefunden, 

I, ooοοο Oοοοοο οοοοο 1 91403 90032 38: 
wenn man die Einheit wegläßt, fo wird ein Bruch her 
auskommen, wo die erſte bedeutende Ziffer ſeines Qua⸗ 
drates, 31 Nullen vor ſich hat, und folglich keinen Ein— 
fluß auf die Decimalen der dreißigſten Ordnung haben 
kann; man könnte alſo dieſes Quadrat außer Acht laſſen, 
und mit noch mehrerem Rechte die hoͤhern Potenzen. 


er 


62 Einleitung. 


24. 
Damit Ja beſtimmt ſey, muß man für le eine Hy 
potheſe machen; die einfachſte iſt ohne Zweifel, le =ı 
zu nehmen, in welchem Falle man auf eine beſondere 
Art Logarithmen verfällt, die genau jene find, welche Ne— 
per in Betrachtung gezogen hat; man hat ſie ſeitdem 


hyperboliſche Logarithmen genannt, weil man fie 


von der Quadratur der Raͤume, die zwiſchen der gleich⸗ 
ſeitigen Hyperbel und ihren Aſymptoten enthalten ſind, 


ableiten kann; aber dieſe Benennung iſt fehlerhaft denn ' 


man kann ebenfalls aus der Quadratur der Hyperbel 
überhaupt, alle Syſteme der Logarithmen ziehen. Es 
würde daher angemeſſener ſeyn, dem erſten den Nahmen— 
ihres Erfinders beyzulegen, und fo das Gedaͤchtniß des: 
jenigen zu verehren, welcher der Mathematik einen ſo 
großen Dienſt geleiſtet hat: man koͤnnte ſie Logarithmen 
von Neper oder Neperiſche Logarithmen heißen “). 
Briggs änderte das von Neper angenommene Syſtem 
der Logarithmen und um ſich nach jenen von der Rume⸗ 
ration zu richten, hat er zur Baſis die Zahl 10 feſt⸗ 
geſetzt; er hatte ale dann 110 = 1. Wenn man ſich 
aber auf das erſte Glied der Reihe beſchraͤnkt, wird man 


finden: N 


le= 


) Strenge genommen, find wohl die Hyp eth oliſchen Lo⸗ 
garithmen mit dem Neperſchen nicht ganz volle 

kommen einerley, denn Neper ſetzte den Logarithmus von 
10000080 gleich o und den Logarithmus von 9999999 gleich r. 
Uebrigens laſſen ſich die Neperſchen Logarithmen aus 
den Hyperboliſchen unmittelbar durch ein bloßes Abziehen 
zweter Zahlen von einander herleiten. Briggs wählte auf 
Nepers Anrathen ein anderes Syſtem. 4 
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ſetzt man an die Stelle von a die Zahl 10 ſo fümmt 
heraus 


le 


II 
m (/e =) 
Man hat im Vorhergehenden geſehen, daß Briggs vier 
und funfzigmal hintereinander die Quadratwurzel aus 
der Zahl 10 gezogen hat, folglich Hatte er m = zu 2, 


1 1 8 7 
und um den Quotienteu — I zu finden, dividirte er die 


Einheit vierundfunfzigmal le einander ER 2, wel: 
ches ihm 

o, 00000 οοοοοο οοο 63551 11812 31278 827 
gab. 


2 . 1.5 i TR: 1 
Wenn man dieſen Werth an die Stelle von In ſebzt 


ſo wie jenen von 285 den wir welter oben beygebracht 
haben, ſo wird man, wenn in dem Zaͤhler und Nenner 
funfzehn Rullen weggelaſſen werden, haben: 

2 95551 11513 31257 827 7. = 

nr een "75 % 94481 90325 18. 
Dies iſt diejenige Zahl durch welche man die in der Hy 
potheſe von le = 1 berechneten Logarithmen multiplici⸗ 
ren muß, um jene von Briggs oder der gemeinen Tafeln 
zu haben. 5 

Wenn man im Gegentheile von bierem zu jenem von 

Neper uͤbergehn wollte, ſo muͤßte man ſie durch die Zahl 
die wir ſo eben gefunden haben, dividiren, oder h 
auf eins herauskoͤmmt, durch 8 
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1 ; 
fe = 2, 30258 50929 94045. 


multipliciren. Es iſt gut zu bemerken, daß dieſes letzte 
Reſultat nichts anders iſt, als der Logarithmus von 10 
in dem Syſtem vou Neper; denn wenn man le 1 


m 
macht, findet man 1710 = m (VI — 1), welches genau 
das umgekehrte von dem Werthe iſt, den man vorhin 
für e gefunden hat. 0 


In welchem Syſtem es immer ſey, iſt das e durch 
den Nahmen des Moduls bezeichnet; wir werden es 
uͤberhaupt durch M vorſtellen, und weil man in dem 
Syſtem von Neper M = 1 8 werden wir daraus 


ſchließen, 1a MI oder M= =. Hieraus folgt, daß 


um den Modul eines beliebigen Wit Syſtems 
zu finden, man das Verhaͤltniß berechnen muß, welches die 
Logarithmen der nemlichen Zahl unter ſich haben, wovon 
der eine in dieſem Syſtem, und der andere in jenem von 


Neper berechnet iſt. 


um den Logarithmen von 2 zu berechnen ſuchte Briggs 
jenen von 1,024, eine Zahl die der zehnten Potenz von 
2, dividirt durch 1000 gleich iſt, weil die Wurzelauszie⸗ 
hung der einen Zahl ihm leichter ſchien, als jene der 
andern. Nachdem er die Quadratſchl von 1,024, 47mal 
ausgezogen hatte, verfuhr er mit dem Reſultate eben ſo 
wie mit jenem / das er von der Zahl 10 abgeleitet hatte, 
und gelangte ſo zu den Neperiſchen Logarithmen von 
1024, den er hernach mit dem Modul multiplieirte, und 
woraus er leicht den Logarithmen von 2 zog, indem er 


beobachtete, daß 
1,024 
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10 


2 
1,024 = me 


Bir werden die Darlegung des Caleuls von Briggs wo⸗ 
von wir nur eine leichte Idee zu geben willens waren, 
nicht mehr weiter verfolgen. 


255 
Wenn man in der Reihe, welche den Werth von 
ax (Nr. 22) ausdruͤckt, an die Stelle don a feinen Werth 


M r ſetzt, fo wird fie 


050 = 


+ (2 — RR 


ein Reſultat, welches ſich auf ein beliebiges Syſtem von 
Logarithmen erſtreckt. a 
Wenn man x = 1 Be fo. findet man 


er Wr 5 


1 la 

a za 

Diefe Reihe giebt die Zahl ud, wenn man ihren Logarith⸗ 

men und den en des Syſtems kennt, zu en er 
gehört, 

Sie bietet Se eine merkwuͤrdige Eigenſchaft dar, 
die wir ſogleich zu erkennen geben werden, weil ſie uns 
in der Folge dieſes Werks Dienſte leiſten wird. Weil 
man aux = (ax)a hat, muß man, indem man zur Abs 


2 1 5 
kuͤrzung 8 = A macht / auch haben 


1 „ 


Ahn + 
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Anz  A’n’x? An 
1 1.2 12.3 : 
RE AX A X n 
i 8 bis 
L 1 1.2 2.2 3 fi 


und da dieſe Gleichung von jedem beſondern Werthe von 
x unabhängig ſeyn muß, fo iſt es augenſcheinlich, daß 
wenn man in der erſten Haͤlfte ein beliebiges Glied 

Am nm xm 

1. 2.3. m 
“nimmt, es mit jenem, welches zur nemlichen Potenz von x 
in der Entwicklung des zweyten Theils gehort, identiſch 


ſeyn muͤſſe. 
Es folgt hieraus, daß 
Am nin 
2% 3 = 


‚der, Werth des Coefficienten von zm in der Entwicklung 
von Län 


1 + =“, rt. in 
26. 
Es ſey a = 1 ＋ = fo en ip überpaupt haben: 
10 ＋ 0 1 0 +. - Er. 55 


dies iſt die e er logarithmiſchen Function, 
Diefe Reihe, wie wir ſchon bemerkt haben, koͤnnte nicht 
convergent ſeyn, wenn u > 1, und nach dem was in 
(Nr. 6) geſagt wurde, kann fie in dieſem Falle den wah⸗ 
ren Werth der Function nicht geben. Fuͤr u = , iſt ihr 
Gang ſo langſam, daß man eine große Anzahl Glieder 
berechnen müßte, um zu einem etwas genauen Reſultat 


zu kommen; denn 
Kat) 
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It TY Ia = MU —:+:2-3+,,.) 
und wenn man M = 1 macht, koͤmmt heraus 
12 2 1 — 2 5 % 


Hier folgen einige analytiſche Kunſtgriffe, durch welche 
man der vorgegebenen Reihe mehr Convergenz geben 
kann, und die zur Berechnung der Logarithmen viel ex⸗ 

peditivere Mittel darbieten, als dasjenige welches wir im 
vorhergehenden Artikel vor Augen gelegt haben. 
Weil man ’ 
2 


3 a 
10 ＋ 0 — 7 1 1 0 


hat, fo wird man, wenn — u an die See von u ge⸗ 


ſetzt wird, finden 8 
1e u? ut 
101 — u) Mt ven u nn 1 
)=M( ee 


woraus man zieht 
u 2 
ER 1) =1( PR N RER ER 
G =1l- -): Mut tn K. 40 


eine Reihe, deren Gang ſchneller als jener der erſten ift. 
Es ſey | 


1 
gemacht, ſo wird man haben 


7 2 —1 2 € IS; 
)* e 
2 —1 * 
u + if 
wenn man um ein Beyſpiel zu geben, z = 2 ſetzt, ſo 
koͤmmt heraus 


1a =2MG 4 ee 
9:3 5.35 7-3’ 
e eine 


0 
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eine Reihe die viel convergenter iſt, als jene die wir 
zuerſt erhalten haben. 

Wenn man jeden der Bruͤche aus denen ſie besteht, 
in Decimalen berechnet, wird man, wenn man ſich auf 
ſieben Decimalziffern einſchraͤnkt, finden 12 = 0/693 1472. 
M; und fuͤr den Fall, wo M = 1, wird herauskommen 
1 = 0,6931472. Wir haben aber oben geſehen, daß 
man den Modul eines beliebigen Syſtems beſtimmen koͤnne, 
indem man das Verhaͤltniß ſucht, welches die Logarith⸗ 
men einer Zahl, der eine in dieſem Syſtem, der andere 
in jenem von Reper, unter ſich habe. Nun iſt der Loga-⸗ 


rithmus von 10, in dem Tafelſyſtem 1; wenn man alſo 
dahin gelangte den Logarithmen dieſer Zahl in dem Sy⸗ 


ſtem von Neper zu kennen, fo würde man den Modul 
haben. Zu dieſem Ende BR z= 10 und Ml, 
fo wird herauskommen s 


3 4 
„ ee e +...) 
eine Reihe die zwar convergent iſt, jedoch viel 1 ö 


als die Vorhergehende. | 
Wir werden einen noch ſchnellern Gang anzeigen, 


um zu dem Logarithmen von 10 zu kommen, wenn wir 


einige Bemerkungen über die Reihe 


man -—] ＋ 3 [= 11 ＋ 2 555 3 5 
werden gemacht haben. 

Ihre Convergenz vermindert ſich, fo wie 2 zunimmt, 
und man ſieht überhaupt, daß die Grenze der Abnahme 
der Glieder dieſer Reihe ſich in der folgenden findet 

N 2 MI PE TT 
deren ganzer Werth unendlich iſt. Dieſes alles iſt leicht 
wahrzunehmen, wenn man beobachtet, daß je größer = 
N if, 
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iſt, deſto mehr wird ſich der Bruch —.— der 
Einheit naͤhern, und daß folglich die Grenze dieſes Bruches 
die Einheit ſelbſt iſt. Dieſe Grenze ſtimmt mit dem un⸗ 
begrenzten Wachsthum von a überein, in welchem Falle 
der Logarithme, welcher mit der Zahl zu der er gehoͤrt, 
zugleich ſich vermehret, ſelbſt unendlich wird. 


97. 

Die Reihe 1 r 3 T T7 . iſt nicht die ein⸗ 
zige abnehmende, wovon die Summe gar keine Grenze 
2 die folgende 

T 
iſt ach in dem nemlichen Falle. Hier iſt ihr Urſprung. 
In dem e | 


u* 


I(I—u) = *. +8 3 +8 — 9. 


ſey u = ı gemacht, 0 a man 

10 — ) 1% = MIT T I TI TI. 
haben, und wenn man M=ı nimmt, oder wenn man zu 
dem durch!“ angezeigten logarithmiſchen Syſtem e N 
ſo wird man i 

e es ＋ 3 T4. . 4 

A1 Jetzt muß man wiſſen, was 10 ſey. 

um es zu finden, werden wir beobachten, daß wenn 


N I l R ARE 
man 1 — um ſetzt, man davon ableiten wird 
2 . ” 


1 2—1 
A 8 


Gu - [=] 


* 


} 
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Aber von einer andern Seite ift 
T 
10 hs 1% 2 0 — 12; 


nun iſt dieſer Ausdruck faͤhig im negativen Sinne ohne 
Ende zu wachſen; denn je betraͤchtlicher man 2 nimmt 


deſto mehr wird es auch 12; aber auch je kleiner 


der Bruch 2 ſeyn wird, und je näher er dem Verſchwin⸗ 


F . — 1 me 
den iſt deſto mehr wird — — mit der Einheit zu⸗ 
ſammenfallen. Wenn man nun die entſpre tenden 


Grenzen nimmt, ſo ſieht man daß jene von und jene 


von —— die Einheit iſt; und folglich wird die Reihe' 


Aung FE} I Ne 
ei 1 hat gar keine Grenze, daher hat auch die Reihe 


welcher ihn ausdrückt keine Grenze. Dieß iſt der Sinn 
in welchem man den angenommenen Ausdruck orrſtehn 
muß, daß der Logarithme von Null, das negative Unend⸗ 
liche ſeyp. Man kann noch durch Betrachtung der Gteir 
chung ax = y zu dem nemlichen Reſultate gelangen; 
denn indem man dee 3 nimmt, 3 man 
1 


— 2 . 


ala 


xsla=1y, folglich x = en und 
So lange aber y poſitiv bleibt, ſo klein es auch 


ſey, wird y größer als die Einheit ſeyn. Damit y ein 


Bruch werde, muß man 
| Ä = 
„ge f 1. 
a y oder ae y haben. 
Wenn 
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+ 


Wenn man nun die Grenzen der beyden Haͤlften die⸗ 
ſer Gleichung ſucht, ſo ſieht man leicht, daß je kleiner die 
zweyte Haͤlfte wird, um fo größer muß der Nenner der er⸗ 
ſten werden, damit die Gleichheit beſtehe, woraus folgt, 
daß y da es ſich Null nähert, ly ſich dem Unend⸗ 
lichen nähern muß. 


Ich gebrauche den Ausdruck nähern (tendre) weil 
der Strenge nach die Tafeln der Logarithmen eigentlich 
in der Columne der Zahlen keine Null enthalten ſollten; 
denn dieſe Columne enthaͤlt nur die aus einer geometri— 
ſchen Progreſſion gezogene Glieder, unter denen man kei⸗ 
nes finden kann, welches Null waͤre, ſo weit man auch 
die Progreſſion auf die Seite der Abnahme treibt. 


Eine unmittelbare Folge die ſich darbietet iſt, daß 
fede Reihe deren Glieder ſchneller abnehmen, als jene von 
1 A tree 
nothwendigerweiſe eine endliche Grenze haben wird, denn 


da 0. fo lange: nicht unendlich wird, eine endliche 
Größe iſt, fo muß man daraus ſchließen, daß die Reihe 


der Brüche 
2—1 2 — 19 2 — 11 n- a 
1 2 3 — R2— 1 
2 


einer Grenze faͤhig ſey, ſo annaͤhernd BEIM der Bruch 


Er der Einheit ſey. 


ur 28 
Um zu unſerm Gegenſtande zuruͤckzukehren, welcher 
war, die Logarithmen der Zahlen, durch um ſo conver⸗ 


gentere Reihen, je größer dieſe Zahlen find, zu erhalten, 
8 werden 
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3 . j 
werden wir 1 — =ı +- machen, welches 


2 


5 „n 
bn W und e 


u 


23 af 2 18 


Fe In z] 
ä 45 

+... 

J 


[142] 5 2 


2 kn? 2 
wenn man aber I + = auf einerley Nenner reducirt, 


wird man leicht ſehen, daß 
In ＋ 2 
1 = In ＋ 2) — In 


alſo: a 

— fe” ; Fans ee 

ö In T2) i N am + 5 es RT ei 
4 * * 

Es ſey 2 = 1, ſo Sao heraus 
f +: I 2 I 

a a Lan = 1 ng 1)’ 1 uA I) 

7 
R 75 


eine um ſo convergentere Reihe je großer m feyn wird 
und welche mit vieler Leichtigkeit die Logarithmen der 
auf einander folgenden Zahlen giebt. Man kann ſie vor⸗ 
theilhaft anwenden, um den Logarithmen einer Zahl 
zu finden, welche außerhalb den Grenzen der Tafeln faͤllt. 
Wir wollen wirklich einmal vorausſetzen, daß dieſe Tafeln 
die Zahlen über 10000 nicht in ſich begriffen, und man 
verlange den Logarithmen von 125283, fo müßte man die 

Zahl 
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Zahl in zwey Theile zerlegen, wovon der erſte ſich in den 
Tafeln befindet. Dieſes wird nun auf folgende Weiſe 
ſtatt finden: 125200 + 83; denn wenn man den Loga⸗ 
rithmen 1252 hat, fo wird man jenen von 125200 davon 
ableiten, indem man zu der Kennziffer (Charakteriſtik) 
zwey Einheiten hinzuſetzet; man wird alſo n = 125200 
und 2=83 machen; dieſes find Werthe, welche die Reihe 
ſehr convergent machen. 


Man kann dieſe Reihe zu der Aufſuchung des Mos 
duls anwenden, wenn man in dem Neperſchen Syſtem 
den Logarithmen von s berechnet, und den von 4 als bes 
kannt vorausgeſetzt. 75 wird alsdann haben 

7 5 . I 1 yet} 
Korn stark, e 
was den Logarithmen 1 4 anbetrift, ſo iſt er das dop⸗ 
pelte von jenem von 2, welcher in dem vorhergehenden 
Paragraphen beſtimmt iſt; und es iſt gut, zu bemerken, daß 
die jetzige Reihe fuͤr dieſen Fall in jene des gemeldten 
Paragraphen zuruͤckfaͤlt, denn wegen Yı So giebt ſie 
FFT 1 
’aAtrtD=2 [5 135 . 
Nachdem man 1/5 gefunden hat, wird man 12 hinzuſe⸗ 
Ben, und durch dieſes Mittel 110 haben, woraus man 


1 
M= — zieht. 
ste 


Es wuͤrde ein leichtes ſeyn, die vorgegebene Reihe 
noch auf verſchiedene mehr oder weniger vortheilhafte 
Arten in Bezug auf gewiſſe Umftände, umzuformen, wit 
werden uns aber dabey nicht verweilen. 


es s 
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29. 


In den verſchiedenen Reſultaten, die wir dargeſtellt 
haben: hat ſich nicht eins gefunden, welches nach den 
Potenzen der Zahlen fortgeht, wir haben alſo keinen 
Ausdruck dieſer Art, 3 

lu = A 4 Bu T cu“ ＋ Du +, gr 
Dieſes Fönnte auch in der That nicht ſtatt haben, denn 
wenn u cd iſt, ſo wird lu unendlich und negativ, aber 
zu ſolchen Reſultaten kann die Reihe die wir ſo eben be⸗ 
ſchrieben haben, nie gelangen. Wir koͤnnten eben ſo we⸗ 
nig haben 


10 = 1 1 +5 +5 * 


weil, wenn u vnendlch iſt, 85 Reihe endlich ſeyn wuͤrde. 
Jedoch iſt es moͤglich eine Entwicklung zu finden, welche 
dieſen beyden Bedingungen Genuͤge leiſtet; ſie kann in 
Wahrheit den Werth von Ju in keinem Falle auf eine des 
queme Art ausdrucken, da fie aber durch ihre Form 
merkwuͤrdig iſt, und uns zu intereſſanten Analogien zwi 
ſchen den logarithmiſchen und Kreisfunctionen (fonctionss 
eireulaires » führen wird, fo werden wir fie nicht mit 
Srillſchweigen uͤbergehn. Man hat 


2 3 5 
ieta=mfu-! ee Er 
2 3 4. 5 J 
1 1 * I 4 
8 1 = De, een} em a — —. 
10¹ ! u Min au, zu tz 7. 


Wenn man die zweyte Reihe von der erſten abzieht, fo 
wird man wegen 


ia +2 = lutr)—Iu 


: finden: 
ö (iu) 
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1 Br Du * 55 a RE, 15 


oder ee 1 (ü 02) TI (uꝰ u- 5 5 


0 N 30. 

Obgleich die Art durch welche wir zur Entwicklung 
von J (Nr. 23) gelangt find, fehr ſtrenge iſt, und keinen 
Wunſch mehr uͤbrig zu laſſen ſcheint, ſo wird man viel⸗ 
leicht doch mit Vergnuͤgen ſehen, wie die Umformung die 
uns bisher zur Entwicklung der Functionen gefuͤhrt hat, 
ſich auf, die logarithmiſche Function anwenden laͤzt. 

Nach dem was im vorhergehenden Artikel geſagt 
wurde, müſſen wir bey Entwicklung des Logarithmen 
eine Form vorausſetzen, welche ſich auf Rull redueirt, 
wenn die Zahl zu der er gehoͤrt der Einheit gleich wird. 
Nun leiſtet jede rationale und ganze Funktion von 2 — 1 
dieſer Bedingung Genuͤge; man wird alſo ſetzen fönnen: 

12 2 A (2 1) ＋ A (z — 1) ＋ 3 ( — 1) T1 
Um die Reihe zu vereinfachen werden wir 2 — 1. x 
machen, woraus 2 = 1 + x, und folglich 

10 * = A T NR T A* K. 
folgt. 

Wenn wir, wie gewöhnlich voraus ſetzen, daß * fi 
in x + u verändert, fo kommt heraus 

Marta xX Tu) As(X Tu); A(x Tu) 
wenn man aber 1 ＋ Xx p macht, fo wird 101 eto 
zu 10 ru) und wegen | 


pru=put Sl 
hat men 


Kr) 


\ 
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1% = 1 50 K 
aber durch die Hypotheſe 
u u u? u’ 
11 T DSA ＋ A, J T A, J 
| F 5 p p 
alſo 
2 3 
10 * h e 16 . l. tar 
f pn 


Wenn man die zwey Werthe von 101 + x + u) welche, 
was auch u immer ſey, identiſch ſeyn muͤſſen, vergleichet, 
ſo wird man, indem man ſich auf beyden Seiten auf 


die Glieder einſchraͤnkt, welche die erſte 8 dieſer 


Größe multipliciren, finden: 
„ * 
wenn man an die Stelle von p ſeinen Werth ( * *) 
ſetzt, ſo wird herauskommen 
A e e eee — 5 

Wenn man die angezeigte Multiplication verrichtet, und 
die Eovefficienten von jeder Potenz von x beſonders be⸗ 
ſtimmt, ſo wird man haben 


A. = A. I A N 
A + 

2A. FA,=o | * 

8 A 

Ba: aA 0 woraus man ziehet 2 2 x 


N 
2 
* 
N 
) 


4A ＋ 3A;=.0 
ete. * 8 etc, 
Reſultate, welche mit jenen, die man bereits gefunden 
hat uͤbereinſtimmend ſind, und bey welchen man bemerken 


muß, daß der erſte Coeffizient A, unbeſtimmt bleibt, 


weil er die Stelle des Moduls vertritt. 
Es 
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Es iſt noch übrig zu beweiſen, daß alle Gleichungen, 
die man aus der Vergleichung der zu u' und den hoͤhern 
Potenzen gehoͤrigen Glieder ziehen würde, identiſch find, 
Hiezu werde ich die Gleichung 

I TK Tu) = A, (x Tu) ACK Tu) Tu Ku) 
i TAntı(x tu)P+I+.,, 
wieder vornehmen. ei 

Es iſt leicht zu ſehen, daß daß der Coeffieient von 
un in der Entwicklung des zweyten Theiles dieſer Glei— 
chung ſeyn wird 


+2) (nt 
An- (n ID An x en 2 


2 


1 es 5 a Aas * T. 
aber nach dem vorhin a Bere hat man 
nn T (n ＋ 1) Anf = 0⁰ 
a + DAntı T (u = 20 An = — 0 2 


3 nAn 
An = — Zend 
nA 
woraus folgt Auf, 3 
| Ant = a OR 
1 n 3 
etc, y 
wenn man dieſe Werthe ſubſtituirt, kommt heraus 
* eee san er, 8 5 


eine Reihe die nichts anders iſt, als die Entwicklung 15 
8 + *) n. 


Aber der Coefficient von un in der Gleichung 
3 u 0 n 
r ep A A. ++. the +... 
2 p = * 
iſt 


as Einleitung. a ; 


A e Be 
pa (I + 05 
ein mit dem Vorhergehenden identiſches Reſultat. 


— An (I + x)ra, 


31. 
Wir koͤnnen nun, wie wir (Nr. 16) ausgeſagt haben, 
beweiſen, daß wenn ſelbſt der Exponent irratio⸗ 
nal oder eingebildet wäre, die erſten zwey 
Glieder von (1 He nicht deſtoweniger ing 
ſeyn wuͤrden. 

In der That, wir wollen vorausſetzen, daß (1 + x) 
in der Reihe 1 ＋ Ax + BX... entwickelt ſey, und 
indem wir zur Abkuͤrzung Ax + BR +... ='px mas 
chen, werden wir haben 

II TX ( + px); 
aber 
a Ir ＋ D D (H ＋ ): 
man wird alſo haben: 

10 +) = ( ＋ 


oder wenn man entwickelt 
2,2 x? nx? x 
7. — . 4 N zn n +. 
2 3 2 3 


und da dieſe Gleichung unabhängig von x flatt finden 
muß, wird man, wenn man für p feinen. Werth ſetzet, 
und ſich auf die zur erſten Potenz von x gehörigen Glie⸗ 
der einſchraͤnkt, Arn haben. 

Es iſt leicht zu ſehen, daß dieſer Beweis von der 
Natur der Zahl n ganz unabhängig iſt, und keinen feh⸗ 
lerhaften Zirkel enthalte, wenn man ſich erinnert, daß 
wir in der Unterſuchung von 101 + x) nur ganze Poten⸗ 
zen des Binomiums angetroffen haben. 


32. 
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32. 

Es wird nicht unnuͤtz ſeyn, zu zeigen, mit welcher 
Leichtigkeit die Betrachtung der Grenzen zum Reihenaus⸗ 
druck der Logarithmen fuͤhre; dieſes wollen wir nun vor⸗ 
nehmen. 


Die einfachſte Art die Logarithmen zu faſſen iſt, 
ſich zwey entſprechende Progreſſionen vorzuſtellen, eine 
geometriſche, welche mit der Einheit, und eine arithme⸗ 
tiſche, welche mit Rull anfaͤngt. Aber, um fo viel mög’ 
lich alle Zahlen in der erſten mit zu begreifen, muß man es 
ſo einrichten, daß jedes ihrer Glieder von dem Vorge⸗ 
henden und Nachfolgenden nur um eine beliebige kleine 
Zahl unterſchieden ſeyn konne. Dieſes wird man in jeder 
beliebigen geometriſchen Progreſſton erlangen, wenn 
man eine ſehr große Anzahl mittlere Proportionalzahlen 
zwiſchen die Glieder aus denen ſie beſteht, einſchaltet. 
Wenn man nun eine gleiche Anzahl mittlere Proportio⸗ 
nalzahlen zwiſchen jene der arithmetiſchen Progreſſion ein⸗ 
ſchaltet, ſo wird jede dieſer mittlern Proportionalzahlen 
der Logarithme ſeiner entſprechenden in der geometriſchen 
Progreſſion ſeyn. Aber es iſt leicht zu ſehen, daß in ei⸗ 
ner geometriſchen Progreſſion, deren Glieder ſich ſehr der 
Gleichheit nähern, das Verhaͤltniß durch 1 + k ausge 
drückt werden kann, wo k eine ſehr kleine Größe iſt. 


5 Da die Wahl der beyden Progreſſionen willkuͤhrlich iſt, 
ſo ſind die Verhaͤltnißnahmen ſowohl in der einen als in der 
andern, zwey unabhängige Größen, welche aber die nem⸗ 
lichen bleiben, ſo lange man die nemlichen Progreſſionen 
betrachtet, und daher es unter ſich ein beftändiges Ver⸗ 
haͤltniß haben. 


Cs 
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Es ſey alſo d der Verhaͤltnißnahme oder die Diffe⸗ 
renz der arithmetiſchen Progreſſion; weil dieſe Größe eis 
nen deſto kleinern Werth hat, je groͤßer die eingeſchaltete 
Anzahl von mittlern Proportionalzahlen iſt, ſo wird es 
bequemer ſeyn, ſie mit einer andern zu vergleichen, welche 
eben ſo wie ſie, ſo klein werden kann, als man will. Man 
wird olſo ſtatt den Verhaͤltnißnahmen oder Exponenten 
der geometriſchen Progreſſion ihren Ueberſchuß uͤber die 


d \ 
Einheit anwenden, und vorausſetzen a M, wo M eine 


beſtaͤndige Zahl iſt. 


Dieſes feſtgeſetzt, ſo ſey à ein beliebiges Glied 
der geometriſchen Progreſſion, A fein entſprechendes in 
der arithmetiſchen, und n die Zahl der Glieder die eis 
nem und dem andern vorhergehen; ſo wird man wegen 
der Natur der erſten Progreſſion haben a = (1 + n, 


und aus eben dem Grunde in der zweyten A= dn = Mkn. 


Mit Huͤlfe dieſer Gleichungen wird man eine der 
beyden Größen A und a finden, wenn die andere bes 


I Ze 
kannt iſt. Die erſte giebt k = an — 1, und die zweyte 
1 A 


n 
man wird alfo haben 


zZ 
152 A=Mn(a — 1); 


wenn mau aber a=ı Yu macht, fo wird man (1 uhr 


mittelſt des Binomiums entwickeln koͤnnen, und es wird 


5 | x 
ſich daraus ergeben: ( T u)n — 12 
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1 t 
1 * en r e 
m eg EL EL 
11 2 3 
I D 
l 3% a 
woraus | 
i, i i 
(1-=) (1 — =) a) 
AHA u wir ln, \ u? 
L 2 . 3 5 
a = = a 
Bi Ei BET 7 


k 2 x 3 * 4 
nun hat der zweyte Se dieſer Gleichung zur Grenze 
die Reihe 1 
u 
10 — 1 „ 


der er ſich um ſo mehr nähert je kleiner der Bruch - 
oder je größer die Zahlen iſt. i 


Aber in dieſer Hypotheſe naͤhern ſich die vorgegebe⸗ 
nen Progreſſionen indem ſie in einer gegebenen Intervalle 
mehr Glieder erhalten, um ſo mehr alle Zahlen und ihre 
Logarithmen in ſich zu faſſen; man ſieht alſo, daß man 
fie an der Grenze als ein Syſtem der Logarithmen bez 
trachten kann, und folglich kann man 101 + u) ſtatt A 
ſchreiben, welches giebt: . 

% 

It u) = MU — 7 1 
ein Reſultat, das jenem dec en it, welches wir 
durch einen ſehr verſchiedenen Weg gefunden haben. 


I. Theil. f 8 Man 
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Man wird alſo wie hier folgt die umgekehrte Auf- 
gabe aufloͤſen, in welcher der Logarithme gegeben, und 
die Zahl zu der er gehört, unbekannt iſt. Die Gleichung 


. A f 5 
A = Mkn giebt k = 1 und wenn man in 


4 2 (1 ＋ kn 
ſubſtituirt, ſo wird e 


e 


Wenn man die angezeigte Pede 1 findet man 
n.A n. (ni) nbn—1) (n—2)A A’ 
FT 2 MA N M’n’ 
wenn man die Grenze in Beziehung auf den Zuwachs 
von n nimmt, das heißt, in der Vorausſetzung, daß die 
Produkte non — 1) (n — 2) . .. ſich jedes auf ihr er⸗ 
ſtes Glied 5 n' . reduciren, ſo wird man haben 
1E U + — 5 —— are 9 — tin 
La. M 1.2. 3. M 1.2.3.4. M“ 
Man hat aber durch das Vorhergehende 
A IU #u S la; 
wenn man dieſen Werth ſubſtituirt, wird man zum Re⸗ 
ſultate die Reihe in Nr. 25 finden. Es ſey M=ı fo wird la 
ſich in Ja verwandeln, und wenn man die Zahl deren 
Neperiſcher Logarithme 1 iſt mit e bezeichnet, wegen 
Ala fo wird herauskommen A/ 1, oder 1E a, 
und wenn man zu den Zahlen uͤbergeht en = a, woraus 
folgt 


— 
23 


A2 2 A* 


wie in Nr. aa. 

Es wird gut ſeyn zu bemerken, auf welche Art wir 
von der Gleichung A = 1 zu der Gleichung el Sa ge 
; langte 
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langet find, weil dieſe ee von einem häufigen 
Gebrauch iſt. 


755 
33. 
Entwickluung der tranſeendenten Functionen. 
Kreisfunetiogen. 


Die Trigonometrie hat eine Gattung Functionen PR 
nen gelehrt, welche nicht weniger nützlich find als jene, 
mit denen wir uns ſo eben beſchaͤftigt haben; dies ſind 
die Sinus und Coſinus der Kreisbogen. Ich werde jetzt 
zeigen, daß man, ſie nicht nur in Reihen entwickeln, ſon⸗ 
dern auch ihre merkwuͤrdigſten Eigenſchaften finden kann, 
indem man von den in den meiſtenElementarbuͤchern gegebe⸗ 
nen Formeln ausgeht, um die Sinus und Eoſinus der 
Summe und der Differenz von zwey Bogen zu be— 
rechnen. 

Ich fange mit det Unterſuchung bey cos. * an, und 
ſetze voraus, daß ſich x in x + u und in x — u veraͤn⸗ 
dert; die gemeldten Formeln geben in dieſen beyden 
Fallen f 

cos ( + u) = eos. x. cos. u — sin. X. sin. u) 

cos (x u) = cos. x. c. u + sin. x. sin. u. 
wenn man dieſe Gleichungen addirt, ſo wird man haben 

cos. (& + u) & cos, (Xx u) , cos. x. cos, u. 

Es ſey nun 
cos. Xx S A, ＋ A, X ＋ Ax + A, & ＋ A. Keen, 
82 ; fo 
) In allem was jetzt folgt nehme ich den Halbmeſſer gleich ı 
an; wollte man ihm einen andern Werth geben, ſo wäre 
es hinlänglich den Buchſtaben der ihm vorſtelle ſoll, einzu⸗ 
führen, dergeſtalt, daß die nach der erſten Annahme sefuns 
denen Formeln dadurch gleichartig werden. 5 
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fo wird man haben 

cos. u A, ＋ Au FT Aa u- +A;u 

I | Err 
eos. GT A. A, GL) K AC A ) A GN 


7 ＋ AAG Tu) EE 
| „5 (x—u)’ + A;,(x—u)? 
L TAX -u)“ 


Wenn man dieſe Reihen in der Gleichung 

cos. (x + u) + cos. (x — u) = 2 cos. x cos. u 
ſubſtituirt, fo werden alle zu den ungeraden Potenzen 
von u gehörigen Glieder in der Entwicklung des erſten 
Theiles verſchwinden; es iſt alſo unnuͤtz ſie in den zweyten 
hineinzuſetzen, und daher kann man ohne die Allgemeins 
heit der Vorausſetzungen zu vermindern, A,, A,, Ag, 
gleich Null machen, welches den Ausdruck von cos. x res 
duciren wird, daß er keine andere, als gerade Potenzen 
von x enthält. Hieraus folgt, daß cos. x ſich nicht ver: 
ändert, . wenn man — x ſtatt x ſchreibt; dieſes iſt 
a priori leicht zu ſehen, 1. durch die Gleichungen von 
denen wir ausgiengen, in welchem cos. u daſſelbe bleibt, 
obgleich der Bogen u in der erſten poſitiv und in der 
zweyten negativ iſt; 2. wenn man bedenket, daß der Co⸗ 
ſinus eines Bogens ſich nicht verändert, man mag dieſen 
Bogen oberhalb oder unterhalb dem Durchmeſſer nehmen. 

Wir werden alſo haben 
cos. x A, -＋EAæ x= ＋ Al X** ＋A& * ER 
cos. u A, Aa u- TAZ u“ Au- N 
3 cos. (xu) A- EAX FU) FA -U)“ Al Cu) +... 
= KW)A HA u) +A, Ku) EAC u)‘ + 
und die Gleichung 

cos. (& ＋ u) + cos. (x — u) = cos. x. cos. u 
wird, indem man ihre beyden Hälften durch 2 dividirt, 

geben: 
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A, LAX TAM! Ast ＋. . . An xn +.) 
TA. u- EA, u- K EISAeu ! . + D, 

L 

+ Au“ 7 
R „ 


Anu 3 


. AR EAA HAAR E A, Anxn 
= +A,A.u? TA=AZu'x HA, Au’r . up A,An-au?x0-2 
13 +AsA, ur -+A,JA,"ux’-+ use, 10000 = 
15 +AsA,u® + 1 2 2 „ „„ „ 6 


Wenn man die zu einerley Potenzen von x und u, 
gehörigen Glieder vergleichet, fo wird man ſogleich A A=“ 
oder A, = 1 haben, ein Werth welcher die erſte Zeile 
der erſten Hälfte mit jener des zweyten identiſch macht; 
wenn man hernach zu den zweyten Zeilen W ſo 
findet man 


N 7 BA, 
/ 
2A,” 
Ne A2 64 ö A, m — 
Fi 34 
! gr 
A,A,=15A  Amora t!As = — 
4 I5As er 0 a 7.5.6 
u N 
8 BR ZH) 19. J 55 DREH 


Alle Coefficienten mit Ausnahme von As, find beſtimmt, 
und die Gleichungen, die ſich aus der Vergleichung der 
andern Zeilen ergeben wuͤrden, ſind durch die vorherge⸗ 
henden Werthe Nhe In der That, man kann dem 

F 3 Aus⸗ 
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Ausdruck des Coefficienten An folgende Form geben 


indem man ſeinen Zaͤhler und Nenner durch 2 multipli⸗ 
cirt, fo wird es leicht ſeyn davon 


97 mln min 
5 2 — 2 
min = Er 
abzuleiten < 2. 3. m ＋ n 
myn mfn 
2 2 A 2 
Amn — 


S SEITEN 
Aber das Product un em welches in der erſten Hälfte, einen 
Theil der Entwicklung von (x + u)mtn ausmacht, hat 
zum Coefficienten a 5 
e (m + 1) 
. ek: 2 5 N 
oder, wenn man. für Ama feinen Werth ſetzt, und die 
dem Zähler und Nenner gemeinſchaftlichen Factoren aus⸗ 
loͤſcht, = 


Amtn 


myn mn 
2 — 
22. 7B, % 


J N! 


nun iſt dieſes Reſultat genau der nemliche Werth, den 
wir weiter oben "für. Am An als Coefficient von un zm in 
den zweyten Theil der Gleichung gefunden haben. 


Es iſt alfo ſtrenge erwieſen, daß 


24 x? 2 ARX 2 Al X 
Bier Ur 
1 


1.2. 123,4 1 2.3,4˙8˙6 


FOS. X 


34 
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342. 
Auf ähnliche Weiſe werden wir den Ausdruck vom Sinus 
finden; denn wenn man von folgenden Gleichungen eine 
von der andern abzieht 
Jeos. (x + u) cos. x. cos. u — sin. x. sin. lu 
eos, (x — u) = cos. x, cos. u + sin. x. sin. u 
ſo werden wir haben 
cos. (x + u) — cos, (x — u) = — 28in. x. sin. u. 
Wenn man ſtatt cos. (& + u) und cos. (x — u) die aus 
dem vorgehenden Artikel abgeleiteten Werthe fegt, fo wird 
man ſehen, daß alle zu den geraden Potenzen von u ge“ 
hoͤrigen Glieder ſich wechſelsweiſe vernichten. Hieraus 
folgt, daß fie in den Ausdruck des Sinus nicht mit 
hineinkommen muͤſſen; und man ſieht es ohnedies ſchon, 
da er, wenn ‚man den nemlichen Bogen negativ, das 
heißt, von einer andern Seite des Durchmeſſers nimmt, 
das Zeichen veraͤndert, eine . die nur ungera⸗ 
Potenzen zukommen kann, 


g 


Man wird aiſo vorausſetzen 
sin. x = Ex + BM + Bx + B, x +... 
(sin u = Bu ++ Bu? + Bu’ + BA r 
durch Hülfe dieſer Werthe und der Reductionen die ſich 
natürlich darbieten, wird die Gleichung : 
cos, (& + u) — eos. 8 1) . 
werden: ; 
ZA, ux-+4A,us? 4 GHH . „ n An uxn- . 1 
+4 a+IoA uU gt 
+6A Wit ı + +. Ed 
[B; . un-, B. un -B. Bux . HB, De 
— HB Bus HB But’. TB. Bu- zu'xn- 3 f. 
5 BSX . 3 
f F 4 Die 
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Die erſte Zeile der erſten Hälfte, Glied vor Glted mit 
jener des zweyten Theiles verglichen; giebt 


r 2A. 

B. B. = — 2A, B, FR 
A 

B. 55 = — 44. 5. S 

a B 
und folglich 888 

B. B. 2 — ni 18. = — 
: B, 

7 * « * + + + + + * * + 0 * 4 

- ’ K 

B. Bu- = — un =," 


Die anderen Zeilen geben weiter keine als identiſche Geis 
chungen; denn das Produkt unew wird in der erſten Hälfte 
nach dem vorhergehenden Artikel, zum Coeffieienten haben 


m+n m+n 
— —— 
2 2 A, 2 


r D n 
und er wird im zweyten Theile durch 
2% Em n Br (m ＋ 1) — 1 Am T Antı 
multiplicirt ſeyn; indem man für Amtr, Ankr, und B, ih⸗ 
ren Werth ſetzt, und wenn man die dem Zaͤhler und 
Nenner gemeinſchaftliche Factoren ausloöſcht, fo findet 
man noch teie oben 
m+n man 
2 2 2 5 
1 1 2 3 
Wir werden alſo haben 
sin. x 2 CCC u en 
wo N Coefficjent B. durch die ee B. B. 2A 
beſtimmt iſt. 
Wenn 
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Wenn man ſtatt A,, As, As, ihre Werthe in A,, aus 
dem vorgehenden Artikel gezogen, ſetzt, ſo wird man 
finden | 
5 A 2 2 A X 
Sin. & —— — —ä 
B, 1,2.3.B; ‚I.2.3:4.5.B, 
2 A & 


— — — — Mi ER DR 


1.2.3.4. 567.7 


8 B,? 895 
und wenn man für A, feinen Werth — = ſubſtituirt, 


fo wird nach den Reductionen herauskommen 


3,3 8 795 A 
B. X 1 N 
— ＋ 


1.2.3 y 1,2345 1723.4. 567 


sin, X B.X — 


8 er 902 73 
Hier ſehen wir uns nun, wie in dem Falle der ex⸗ 
ponentiellen Functionen, mit der Beſtimmung der Coeffi⸗ 
cienten aufgehalten; denn Ls B, bekannt iſt, fo wird es 
den Werth von A, geben, und umgekehrt. Ueberdies, 
wenn man die für cos x gefundene Reihe unterſucht, fo 
wird man ſehen, daß ſie den Radius uͤberſteigt, welches 
in dem Kreiſe nicht ſtatt haben koͤnnte; man iſt alſo be⸗ 
rechtiget zu glauben, daß A, eine negative Größe ſeyn 
muͤſſe, und dieß um fo mehr, da der aus der Gleichung 
B. ＋ 2A; = 0 gezogene Werth von B, imaginair ſeyn 
wird, fo lange 4, poſitiv iſt. Dieſe Schwierigkeiten wer⸗ 
den durch die Beſtimmung von B, aufgeklaͤrt, und wir 
werden in der Folge Gelegenheit haben, zu zeigen, daß 
fie daher rühren, weil die Gleichungen von denen wir 
um die Entwicklungen von cos & und sin x abzuleiten, 
Gebrauch gemacht haben, ſolche Eigenſchaften ausdrucken, 

die dem Kreiſe und der Hyperbel gemein ſind. 


F 5 N Archi⸗ 
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Archimedes hat zuerſt bewieſen, daß der Umfang eines 
Kreiſes kleiner iſt, als der „ Umfang eines umſchriebenen Po⸗ 
lygons, und groͤßer als Leb eines eingeſchriebenen von 
gleicher Seitenanzahl; hieraus folgt, daß ein Bogen des 
Kreiſes immer kleiner iſt, als ſeine trigonometriſche 
Tangente und groͤßer als ſein Sinus; aber man weiß; 
daß 2 


man wird alſo haben 
f f 3 3 
AVI= ns 
sin. x — K 

Die Formeln von der Gattung der Vorhergehenden, 
durch welche man eine Vergleichung der Ungleichheit 
zwiſchen zwey Groͤßen aufſtellt, koͤnnen eben ſo wie die 
Gleichungen behandelt werden; denn alle Operationen 
die man machen kann ohne die Gleichheit der beyden 
Theile von dieſen zu verletzen, heben auch die Ungleich⸗ 
der beyden Theile der andern nicht auf; es iſt wahr, daß 
dieſe Ungleichheit den Werth veraͤndert, ſie bleibt aber 
immer in den nemlichen Sinne, welches das einzige iſt, 
was man in Betrachtung zieht, u 

Um in der erſten der hier oben geſetzten Ungleichs 
heiten sin. x allein zu bringen fo wird man beyde 
Haͤlften durch!! 1 — sin. X multipliciren und es entſtehet 

re X Vi in, 
und wenn man zum Quadrat erhebt: 
Sal u (1 — pr) 

ſetzt man auf jeder Seite &' sin. x* hinzu, fo wird man 
haben 


7 


(i+x”) 
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; (I + * ) sine > *; 
durch 1 + Kedibidirt, und die Quadratwurzel aus jedem 
Theile gezogen, giebt 33 ) 
. 


x 
Vır x 
x 
Vı + * En x” 
vermittelſt der Binomialformel entwickelt, fo bocd man 
haben: 7 


1.3. 135 
1 i re ee „. 
2:4: 2.4. 85 ö 
nach dem was vorhergegangen iſt, muß nun, wenn man 
dieſe Reihe von dem Werthe von sin. x abzieht, das Re⸗ 


ſultat 


Wenn man 


B. xX ; B. K* 
x Be — — . 2 
1.2.3. 1.2345 
1 34 
— (I- 2 * : 
2 —— 


eine positive Groͤße ſeyn. Aber es folgt auch daraus, 
daß man sin. x £ x hat, daß die Differenz 


3,3 
B. X B 


i 4 

sr — (5. — . * Fe 5 — 9 
poſitiv 2 muͤſſe; nun konnten dieſe beyden Bedingun⸗ 
gen in keinem Falle erfüllt werden, wenn man nicht 
3. 1 hat. In der That, man kann x immer einen 
Hinfänakig kleinen Werth geben, damit das erſte Glied 


jeder der Reihen 


e N 
1 — „:* th — «„ — 2 
2.4. 
7 B58 
B. — — . RTERN ER 
1.258 1.2.3.4 7 
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die Summe aller andern uͤberſteige, und daß dieſe Sums 
me geringer werde als jede gegebene Größe (Nr. 8. 9.). 
Man wird alſo die erſte Reihe durch 1 — A, und die 
zweyte durch B. — 4 vorſtellen koͤnnen; wo A und 4 
ſo kleine Groͤßen ſind als man will; und zufolge der hier 
oben ausgeſagten Eigenſchaften müffen die Werthe von 
(B. — I ＋ 4 — 47 
I: Sp 
beyde poſitiv ſeyn. 


Wir wollen nun vorausſetzen, man habe B = K + d, 
fo werden die vorigen Ausdrucke ſeyn: 
d ＋ A - el. 
— d A 


aber A und / koͤnnen immer weniger als d ſeyn; dann 
haͤngen alſo die Unterſchiede die wir betrachten, von dem 
Zeichen dieſer Größe d ab, und folglich, da die erſte poſi⸗ 
tiv iſt, ſo wird die zweyte negativ ſeyn, welches ſich mit 
der Beſchaffenheit der Frage nicht verträgt. 

Auch koͤnnte B, eben ſo wenig unter der Einheit ſeyn, 
denn wenn man B. = 1 — d hätte, fo würde d in der 
erſten Formel negativ, und in der zweyten poſitiv werden; 
und wenn man uͤber die gegenwaͤrtige Hypotheſe wie uͤber 
die Vorhergehende raiſonnirt, ſo wuͤrde man wieder zwey 
Reſultate von verſchiedenen Zeichen finden; da nun dies 
ſer Umſtand nicht ſtatt haben kann, ſo muß man daraus 
ſchließen, daß B. weder größer, noch geringer als 1 ſeyn 
kann, und man hat nothwendig B, = 


um endlich alle Zweifel zu entfernen, welche die vor⸗ 
hergehenden Schluͤſſe ſchwaͤchen koͤnnten, werde ich bes 
merken laſſen, daß die Reihen 


yo 
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1 — AK + F chen 
2 2 6 
B. * B. ** B. X 


3 1.2.3 4.5. 1.2 3.4.5.0 7% . 
nicht in dem Falle der (Nr. 9) angezeigten Ausnahme, 
ſind, und daß das geometriſche Verhaͤltniß zweyer auf 
einander folgenden Glieder in einer oder der andern genom⸗ 
men, keines unbegrenzten Wachsthumes faͤhig ſey. Wirk⸗ 
lich ſind in der erſten, zwey auf einander folgende Glie⸗ 
der im allgemeinen durch 

1.3.5. (n — 1) 55 

2. 4.6. . 25 . 46% (2 ＋ 2) 
vorgeſtellt, und ihr Verhaͤltnißnahme iſt durch 
2 


BE He) 


K 2 


güsgebrückt was nun auch n immer ſeyn ER fo ift der 
Bruch 5 immer unter der Einheit, und das vor⸗ 
gehende Verhaͤltniß wird daher immer kleiner als x* ſeyn. 
Hieraus folgt, daß man dieſen Verhaͤltnißnahmen ſo klein 
machen koͤnne als man nur will, indem man x einen ſchick⸗ 
lichen Werth beylegt. ' 
In der zweyten Reihe find bie Albi der beyden 
aufeinanderfolgenden Glieden 
B,zntIxen B,2n43 x2nr2 
1. 2.3. (an TI) 1.2.3..@n +2) 

und jener ihres Verhaͤltnißnahmens iſt 

5 B;? 35 

(an ＋2) (an nt 3) By 
eine Größe, welche nach dem Maaße abnimmt, als man 
ſich weiter von dem erſten Gliede entfernt. Man ſicht 
alſo, daß es immer möglich if, x einen ſolchen Werth zu 

geben 
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geben, daß die Glieder der einen und der andern Reihe 


ſo ſchnell abnehmen, als man es will. N 
Weil man B. = ı hat, fo wird man zufolge der 


Gleichung 


1 


B. B. + 24. = O A2 = — 
finden, und folglich wird man haben 


* x N x 
cos. RI — nee u 


1.4. 1.2.0314 1.2.3:4.5.6 
x’ x’ x” 
sin. x = XK — ——— een 
FFF 8 777 3-.4:556. 7 


dieß find die Ausdrucke des Sinus und des Coſinus nach 
den Potenzen des Bogens entwickelt, ich werde weiter 
unten zeigen, wie man daraus den Werth des Bogens 
ſelbſt ziehen kann. . 3 


36. 


Die Betrachtungen deren wir uns bedienten, um B. 
zu beſtimmen, ſind den Ausdrucken, womit wir uns im 
vorhergehenden Artikel beſchaͤftiget haben, nicht beſonders 
eigen; man kann daraus ein allgemeines Princip ziehen, 
welches um ſo merkwuͤrdiger iſt, da wir ihn zur Baſis 
der Anwendungen des Differentialcaleuls auf die Theorie 
der Curven machen werden. 
Das Princip lautet ſo: 
Es ſeyen drey Ausdrucke . 
A ＋ BX ＋. CO R ＋ Dx ae 
A +Bx ＋ CX ＋ Dx +: 
A“ ＋ B, + CMN ＋ DU E 
von der Art, daß die Werthe des zweyten im⸗ 
mer zwiſchen jenen des erſten und dritten ent⸗ 
halten ſind: wenn dieſe beyden letzten Aus⸗ 


druͤcke e erſte Glieder haben, ſo wird 
es 
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es nothwendigerweiſe jenem des zweyten gleich 
ſeyn; das heißt: wenn man ASA“ hat, fo kann 
man durchaus ſchließen A = A“. 

Um es zu beweiſen, wollen wir vorausſetzen, daß 
man x einen hinlaͤnglich kleinen Werth gegeben habe, 
um die Summe aller Glieder die in jeder der gegebenen 
Reihen dem erſten folgen, geringer zu machen, als jede 
gegebene Groͤße; und daß man ſie in dieſer Ren 
heit durch 

A ＋ 4 9 
A“ ＋ el“ & 
4 
vorſtelle; wenn man die erſte von der zweyten abzieht, 
und dieſe von der dritten, ſo wird man haben 
= — A + A 

— A“ ＋ 4“ — af 
Reſultate, 275 ig der Ausſage des Satzes eins 
ſowohl als das andere poſitiv ſeyn muͤſſen. Wenn man 
8 * SA ſetzt, und man nach einander 

C D A + d 

LA“ = A — d 
macht, ſo wird man wie vorhin beweiſen, daß ſo lange 
d nicht Null ſeyn wird, die Werthe der obigen Formeln 
von verſchiedenen Zeichen ſeyn werden; man muß alſo 
A“ = A haben. 

Die Begriffe die wir (Nr. 12 13) von den Geipel 
gegeben haben, machen auch dieſen Satz ſehr evident, 
und kuͤrzen den Beweis etwas ab; denn wenn man das 
Verhältniß zwiſchen der erſten und dritten Reihe nimmt, 
ſo wird man finden 

A ＋ EX ＋ Cn +D +. 


— — 


ABER HC ＋ D 


5 


ein 
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ein Bruch; deſſen Spie . iſt, und 1 wird, wenn 


A= A“. Weil aber die zweyte Reihe immer zwiſchen 
dieſen hier begriffen iſt, welche unaufhörlich nach der 
Gleichheit ſtreben, wenn A = A’, und x abnehmend 
fortgeht, fo muß fie ſich einer und der andern, ſo wie 
ihrer gemeinſchaftlichen Grenze, ohne Ende naͤhern koͤn⸗ 
nen. Hieraus folgt, daß die Verhaͤltniſſe dieſer drey 
Reihen, zwey und zwey mit einander verglichen, ſich une 
aufhoͤrlich ber Einheit naͤhern muͤſſen. Wenn man die 
zweyte durch die erſte dividirt, ſo hat man 

A ＋ B ＋ CM ＋ DR E 


5 


A ＋ BX ＋ CX ＋ DX +... 
2 . A’ 4 A / x 
wovon die Grenze iſt; alſo zaı oder A“ = K. 


Wenn man einigen Zweifel uͤber die Moͤglichkeit er⸗ 

heben wollte, in der Reihe 
AK + Bx ＋ CX + DE + ,, 
die Summe der Glieder 
Ex ＋ Cx' ＋ DE +. 

in Beziehung auf dem erſtep Gliede A, fo klein zu machen 
als man will, ſo wird es hinlänglich ſeyn, um ſie zu zer⸗ 
ſtreuen, wenn man beobachtet, daß das Nr. 9 angezeigte 
Verfahren, um zu machen, daß jedes Glied dieſer Reihe 
um die Hälfte kleiner fen als fein Vorhergehendes, zu 
einer ſo ſchnellen ae führen kann, als man will. 


Man hat nur x <= —— d du machen, ſo wird jedes Glied 


geringer ſeyn, als 355 nte Theil desjenigen, das ihm 
vorhergeht. Wenn man aber ſtatt 

Bx + Cx ＋ DK +... 
die Progreſſion u : 
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k 1 Tr. 
u: * . te) 
‚fo wird die Summe, oder vielmehr die Grenze dieſer 


Progreſſion 
0 1 
8 er 
12 
n« . 
feon, ein Reſultat, welches man erhäft, wenn man in 
der Formel Nr. 3 
A. = 1 Und & 2 
n 
macht; nun kann die Groͤße 
a [4 


K 1 K 
n vlnr 
1— — 


n 


fo klein gemacht werden, als man will, indem man für 
n eine ſchickliche Zahl annimmt, fo lange nur k nicht 
unendlich ſeyn wird; um ſo mehr wird es ſich dann eben 
fo mit der Reihe 

2 Bx + C 1e 8 
verhalten. 


37. 
Es befindet ſich zwiſchen den Logarithmen und den 
Kreisbogen eine merkwuͤrdige Analogie. In der That, 


wenn man die Reihen, welche er, sin. x und cos. x aus⸗ 
drücken, zuſammenſtellt, ſo wird man haben; 


. Theil 3 ur 


1 
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ee re * Er 
1 ＋ 7 . 


= 3 


x 
2 he re 
3.3:.3:4,5 123.4, 6 
* ** 
Rn eg 
9 5 .2 +; 3 
N X = | 
T. . I ee 
x x’ 
sin.z = — 
1 28 3 
5 
+ — . 238 
1122 3 9 


und man wird ſehen, daß alle in den beyden letzten ver⸗ 
einigten, enthaltene Glieder, bis auf das Zeichen die 
nemlichen ſind, als die welche ihnen in der erſten entſpre⸗ 
chen; wenn man aber xy — 1 ftatt in dieſer ann 
fo wird man . Degen 


( = 


u. ſ. w. | 
u. | 3 
y-ı er 
5 ang f . 2 „ 
- Re X W — 1 
+- RER 


1.2. rar A 
wenn man jr in der nemlichen Reihe — V — 1 für 
x ſetzt, ſo koͤmmt heraus 


2 3 
Ve ® X — 
i * . — N Eh 
1 12 1.223 

** XR — 1 


> — — — 
1 1221 1,24 
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wenn man dieſe zwey Reſultate zuſammen aßdirk⸗ ſo 


wird man finden: 


V — 1 M 211 . } 
e +e 1,2 1.234 N 


Nm 2008.%, woraus cos. * . .; 


wenn man im Gegentheile von dem erſtem das zwezte Res 
ſultat abziehet, ſo wird man finden: 


224 — — — 


en Yen 
V M — 


2 1 
V 7 
EEE ER 5 
oder % 
e Lern f K 5 


3 L 1.2.3 1234.55 
und folglich 
> en PR Aue. Me I 


sin. && — 


8 


Es wuͤrde ein leichtes ſeyn die aͤhnlichen Ausdruͤcke 
der andern trigonometriſchen Linien zu finden. Man 
wurde jenen von tg. * haben, wenn man in der Gleichung 
sin. & 


tg · x = 
Cos. x 


den Werth von sin. * und cos. *“ ſubſtituirte; es wuͤrde 


dann herauskommen 


feat HIV. 


VS E 
oder indem man den Zähler und Nenner des zwehten 
Theiles durch VI multiplicirt: 


G 2 tg. x 


tg. x 
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; 1 „eV — 1 
g. Rx eh 
2% Ne — 17. 


38. 
Dieſe zwey Gleichungen 


eV I VI 7 

cos. & 1 

2 

5 XVI e- 1 ? 
Sin. & r — — 

l ! 


werden uns zu Reſultaten führen, die in der Analyſis 
von großem Gebrauche ſind. Indem wir ſie, nachdem 
die zweyte durch J — 1 multiplicirt iſt, zuſammenneh⸗ 
men, werden wir ſogleich daraus ziehen 
cos. x V1. sin. 3 S I; 
und wenn man fie voneinander ſubtrahirt 
cos. x· - — I. sin. x = EEE; 
Nimmt man die Logarithmen von jeder Hälfte der letzten 
Gleichungen, ſo wird man finden: 
les J 1 2 0, 
XV — 1 lcos. x5 - — 1 sin x) 
wenn man die zweyte Gleichung von der erften abziehet, 
ſo wird man haben 
a V —1=1(cos.x-FyY =I sin. x) —I(cos. x VII sin. ) 
ces. x + y — Sin. x) ; 
Leos. x — V — 1 sin 
wenn man den Zähler und Nenner dieſes Bruches durch 
eos. x dibidirt, und ſtatt 
sin. & 
608. 


den Werth tg. x feet fo wird herauskommen 


1 


VI 
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t VI tang x 
N ei en, \ 
Wir wollen nun Y — 1 tang. x = u machen, ſo wer⸗ 
den wir zu Folge der (Nr. 18) fuͤr (CH) gefundenen 
Reihe haben; 
9 W 1 
2 ee 2 = 77 — „00 
e } 
oder wenn wir für u wieder feinen Werth ſetzen 
a 
3 5 
Wenn man den gemeinſchaftlichen Factor 2. 1 weg⸗ 
laßt, fo erhält man 
5x" 18.— 


* S tg * 3 — 
8 


eine ſehr merkwuͤrdige Reihe, ſowohl durch die Einfach⸗ 
heit ihres Geſetzes, als durch Natur der Relation die ſie 
enthält, weil fie die Entwicklung eines Kreisbogens vers 
mittelſt feiner Tangente if. Wir wollen tg. x durch -t 
vorſtellen, ſo werden wir haben 


a2 122 55 tg. 


t ee 
X — . DER 
3 % 7 


Wenn man für x den Bogen von 45° nimmt, fo wird 
man, da feine Tangente dem Radius oder der Einheit 
gleich iſt, finden: den Bogen von 
45 1 Fr rt 
Dieſe Reihe iſt nicht ſehr convergent, man kann aber 
andere davon ableiten, die es mehr find und zwar vers 
mittelſt analytiſcher Kunſtgriffe die wir jetzt vorlegen 
werden. 
Es iſt leicht zu ſehen, daß in einem Kreiſe deſſen 
Kadius der Einheit gleich iſt, der Sinus des Bogens 
G3 von 
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von 30° = , der Coſinus = z, und folglich die Tanz 
gente = = ift. Wenn man dieſen Werth für t ſubſti⸗ 
tuirt, ſo wird man finden: der Bogen von 
Ri 4 I =, I 1 
FCC 
ein Reſultat, welches convergenter iſt, als das Vorher⸗ 
gehende. Da man die Länge des Bogens von 30“ kennt, 
fo wird man jene des Umfanges haben, wenn mon die 
erſte durch 12 multiplicirt. Durch die vorhergehende Reis 
he hat Lagny das Verhaͤltniß des Umkreiſes zum Durch⸗ 
meſſer mit 127 Deelmalzahlen berechnet, und er fand, 
daß wenn der Durchmeſſer = T iſt, der Umkreis durch 
3, 14150 26535 89793 23845 N 
26433 83279 50288. 41971 69399 
37510 58209 74944 59230 78164 
06286. 208900 86280 34825 34211 
70679 82148 08651 32723 06647 
09384 46 N 
ausged ruͤckt ſey ) 
Hier 


) In der sten Ausgabe bes erſten Theils der vortreflichen 
Käͤſtneriſchen Anfaugsgr. der Mathematik. Seite 331 meldet 
Hr. Kaͤſtner, aus einem Briefe des Herrn Major von Zach, 
Herzogl. Goth. Aſtronomen; Gotha, I. Maͤrz 1792. daß Hr. 
Dr. Hornusby den Herrn von Zach berichtet hat, daß die 
Badleiiſche Biblistheck zu Oxford, ein Manuſcript befige, 
worin die Verhaͤltnißnahme noch auf 29 Deeimalſtellen weis 
ter angegeben iſt als beym Lagny. Die niedrigſte Ziffer 
bey Lazuy iſt von der Ordnung — 127, dazu kommen nun 
noch folgende Ziffern: 
46095 50582 23172 53594 38128 4802. 

Deren höchſte Ziffer von der — 1a8ſßen Ordnung und die nie⸗ 
N drigſte 
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Hier if ein Mittel, welches zu einer noch ae 


Annäherung fuͤhrt: weil man 
8 sin, a : 
Das — tg, a PR 
und 
aD gr 
cos. (a ＋ b 
hat, ſo wird man durch die A von sin. 25 + b) 
und cos. (a ＋ b) finden: 
sin, a. cas. b + sin. b. beds a 5 
cos a. cos. b — sin. a. sin. 8 
Wenn man aber den Zähler und Nenner der erſten Hälfte 
les dieſer Gleichung durch cos. a. cos. b dibidirt, ſo wird 
man finden 


sin a ein. b 
cos a cos. b 7 
sin a sin. b 
„5 4 aa 08 
welches fie leicht auf DIR 
tg. a 4 ‘gb ) =. + b) 
1 tg · a. 78 5 ; 


vedueiten laßt. 
Wir wollen den Bogen a+ b 455 nehmen, ſo 
hat man alsdann tg. (a ＋ b) = 1, und folglich 
1 — tg a tg. = tg. a ＋ tg b. 

woraus . 5 
\ 12 68 a. 
I ＋ ig a 

G 4 Wenn 


tang, b = 


drigſte Ziffer von der —ısofen Ordnung. Zugleich if ber 
merkt, daß die unter den Lagnyſchen Ziffern unten mit ei⸗ 
nen ® bezeichnete Ser N 7 ſondern s ſeyn ſollte. 


* 
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Wenn man nun tg. a:? macht, fo wird ſich daraus 
ergeben tg. b = 3. Die Bogen a und b werden durch 
zwey convergentere Reihen gegeben ſeyn, als jene die 
wir weiter oben gefunden haben, und man wird haben 

r 1 1 T t 


| 2 — — — u — — 1 


+ 5.2 7. 855 


; x ER} 3.2 
ae lee Ei 
＋ 2 5 en 
printer 2 
39. 


) Diefe Formel verdanken wir Euler, der zuerſt eine bequeme 
Formel zur Berechnung des Umfanges eines Kreiſes angegeben 
hat, da man vorher ſich der Tangente des Bogens von 30° 
bedient hatte, die aber durch ihre Irrationalität die Rechnung 
ungemein beſchwerlich macht. — Seitdem haben verſchiedene 
Geometer ſich bemuͤhet noch weit convergentere Reihen zu fin⸗ 
. den. Ich habe vor 2 Jahren in meiner Pinakothek eine 
Formel bekannt gemacht die ich vor mehreren Jahren gefunden 
habe, und die unter allen mir bekannten den Vorzug zu ver⸗ 
dienen ſcheint und nach welcher ich mit Hülfe meiner Ping⸗ 
kother den umfang des Kreiſes oder die Zahl = bis auf zoo. 
Deeimalfiellen berechnet, bekannt machen werde. Die For⸗ 
mel ſelbſt ik folgende? 


f 2 2 2 2 
— — eig ae: — = + „ „ 
5 1. 10 3.10 5. 19° 7.10 
4 1 1 1 1 
Beten en ee 
L 1.239 3.239° 3.239” 7.239 


In der franzöflichen Ausgabe meiner Pinakothek habe ich noch 
„ 2 Folgende Formel gegeben: 


78 5 
fi 1 5 . 9 b 10 c 12 
5 rr . 
| een Gr r 5 10 11 10 13 
N . 8 —＋4 2 4. 
N a f23:32 — 28 Ri: He. 
2 . OR © ar tt tt... 
| 63. 107 12 10 10 


Einleitung. 105 
39. 
Wir wollen die zwey Gleichungen 


eds. x = 


und sin x 2 


wieder vornehmen; wenn man darin ns ſtatt x ſetzt, 
ſo wird man haben 
V = el 


eos.nx = - Fe 
2 


BEN rl 
sin.nx = en — — 
n a2 — 1 J 85 
8 8 wel⸗ 


Ich habe dieſe letzte Formel vorzüglich bequem gefunden, 
wenn man etwa = nur bis zur — 50 Ordnung berechnen wollte, 
indem die einzeln Glieder dieſer Formel periodiſche Deeimal⸗ 
brüche geben, bis zu deren Wiederkehr man alſo nur die Rech⸗ 
nung zu machen braucht. 


So bequem aber auch die hier von mir mitgetheilten For⸗ 
meln ſeyn moͤgen, ſo wuͤrde dennoch eine eiſerne Geduld dazu 
gehoͤren, die Zahl w bis auf 200 Deeimalſtellen darnach zu be⸗ 
rechnen, nud wäre man endlich wohl wegen das Reſultat ganz 
gefchert? Alles unangenehme bey dergleichen Rechnungen fällt 
gänzlich durch ſolche vortheilhafte mechaniſche Hälfsmittel 
als meine Pinakothek darbietet „weg; vermittelſt dieſer 
kann man die Quotienten ganz mechaniſch, nicht nur 
nach der Ordnung, fondern auch außer der Ordnung, von 
jeder beliebigen Ziffer aus der Mitte anfangend, und zwar, 
nach Winkühr vor oder rückwaͤrts, fo weit man will, finden 
und hinſchreiben. Nic mand wird den Ankguf der Pinakothek 
bereuen. 2 

> &, 


106 Einleitung 
welches zu den Werthen der Sinus und Coſinus der viel⸗ 
fachen Bogen leitet. 

Ueberhaupt geben dieſe Formeln das Mittel an, den 
algebraiſchen Calcul auf die Functionen der Sinus und 
Coſinus anzuwenden; und durch ihre Huͤlfe gelangt man 
zu den nemlichen Reſultaten, als diejenigen find, die man 
durch trigonometriſche Wege erhalten wuͤrde. 

Da dieſe Materie nicht ganz zu unſerm Gegenſtande 
gehoͤrt, ſo wird man hier nur einige Beyſpiele davon fin⸗ 
den, die aber doch hinlaͤnglich ſeyn werden, um den Ges 
brauch zu zeigen, den man von dieſen .. machen 
kann. 

Geſetzt, man verlange zu wiſſen, was das Produkt 
ein. x cos. x bedeute, fo wird man, wenn man die Mul⸗ 
tiplicagion verrichtet, finden? : 

eV — I I 


sin. x. cos. Xx = — —. 
5 ‚ x 5 

oder 
EI a Ei, v. 


: 2sin: x cos 5 — EEE ET * 
8 . 11 — 1 = 


es ift aber leicht ms Toben: daß die zweyte Hälfte nichte 
anders ſey, als der Werth von sin. 28, weil man dazu 
gelangen wuͤrde, wenn man az ſtatt x in dem Ausdrucke 
von sin x ſetzte; man wird ahorbabent „ 

' sin X cos. x = 2 Sin. ex, 5 
Wenn man sin. x. cos. 2 geſetzt hate, ſo wurde man „ge: 
habt haben 


. * ee — a 
sin, x 008.4 == — — ee 
( av — 1 8 
7 111 
0 — te 5 N 
N 2.7 | 


woraus 
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woraus sin x cos. 2 — ; 
C (-U e K- 2) W.I 


— 


2 — 1 
aber es iſt evident / daß 


(EZV 1 i 7 
————— ai = sin, (tz) | 
EV le 
- —— sin. an) 


ey. mE 
folglich I : 
sin.x.cos,z = 3[sin. ( z) + sin. (& — z)] 
Dieſe Formel ergiebt ſich wirklich ſehr einfach aus den 
bekannten Werthen von 
sin. (x- gz) = sin. x. eos. 2 + sin 2. cos. * 
sin. (K z) = sin. x. cos 2 sin. z. cos. = \ 
indem man fie zufammenaddirt; aber das Mittel, welches 
wir fo eben angezeigt haben, führer leichter zu den allge⸗ 
meinen Formeln, wie man bald ſehen wird. 


0 


. 40. 

Weil man 
en V 7255 1 cos. x * Yen sin & 
e ern 3 88 


N J 
hat, ſo wird man daraus ziehen; 


enx VI (eos. x + V. I sin. zn 


e RV * 18295 X — | sin, > 
und daraus 
N XVII 


sin. nx — EEE 
2 | 


(eos. xty Isin * sin. n 
5 — ... ——— = 
2 —1 f 5 

Wir 
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Wir find nun auf eine ſehr einfache Art zu dem 
Ausdrucke des Sinus eines vielfachen Bogens gelanget, 
und man muß wohl bemerken, daß, ob er gleich mit 
eingebildeten Zeichen behaftet iſt, er doch nichts deſto we⸗ 
niger reell iſt; denn dieſe Zeichen verſchwinden alle in 
der Entwicklung a angezeigten Potenzen. Man hat 
wirklich, 75 

(eos. XV Isin x)ur cos. ARD Icos. xu- 1 sin. x 
nen — 1) . 
— — cos. xu sin, x. 


(cos. x V= Isin. x) u CO. vn HV lcos. xu- x sin. x 
8 3 . 2) cos.xn=2sin.x? a 

wenn man die zweyte Gleichung von der erſten abzieht 
und durch v1 dividirt, fo wird man finden; 

sin. nx=n cos. xn- sin. x mu S sin, x 
5 nen -I) (n—®)(n--3)(n—4) 
> ! 2 + 3 „ 4 * 5 

Es iſt nicht nöthig zu erinnern, daß dieſe Reihe je⸗ 
desmal begrenzt ſeyn wird, wenn n eine ganze pofitibe 
Zahl ausdruͤckt; fie folget in dieſem Betrachte den nemlis 

chen Geſetzen, wie die Formel des Binomiums von der fie 
abgeleitet iſt. 


— 1 * 
gs xu sin. x - ,.. 


Wenn . in der Gleichung 
enx xy * —— 


20S. Xx 
2 


ſtatt enxW—I und eV I ihren Werth fest, fe - 

wird man finder 

eos. R Alco. x KV ısin xn - Alco Xx Vs in. xn, 

und indem man entwickelt, ſo koͤmmt, nachdem man die 
Glieder 
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Glieder die ſich aufheben und die alsdann jene mit ein⸗ 
gebildeten Zeichen behafteten ſind, weglaͤßt, heraus: 
nin — 1) 5 
gos, nx = cos. xn — rg cos. xn sin. x? 


nen -I) n—a2) (n — 
15 au? cos. xu Ain. ! 


41. 

Man kann ohne Huͤlfe der Reihen zu den vorherge⸗ 
henden Reſultaten Wande, wenn man von den Glcie 
chungen 

sin, (X Ez) = sin, x. cos. 2 

cos. („z) = cos. x. cos. 2 sin. x. sin. 2 } 

I sin, x ＋ cos. x⸗ 9 

Gebrauch macht, welche die ganze Theorie der Sinus 
enthalten, wie folgt: vermoͤge der letzten Gleichung hat man 

1 * (ess. x V= 1 fin. ). (es. x —- V — 1 ein. x); 
wenn man aber das Product 

(cos. x ＋ Y— 1 Sin. ) (cos. 2 V 1 sin. 2) 
entwickelt, ſo findet man 

cos. &. cösz—sin,x. sin 2 eos. x, sin 2 Tsin. x. cos. 2 T 1 
ein Reſultat, welches zu Folge der zwey erſten Gleichun⸗ 
gen giebt: 

(cob. x V isin. x). re sin. 2) cos. N 

Vis in. (x- T2) 


cos. x. sin. 2 


3 


Eben ſo wird man erhalten 
(cos.x = * 1 sin. x). (cos. 2 — V — 1 sin.z) 
cos. (z) — VIII sin. (xz) 
(eos. x * v — 1 sin x) . (cos. 2. / — 1 sin.z) 
= cos.(x—z) T VI sin.(x—z) 
(eos. = V 1 sin. x). (cos. 2 + Y — 1 sin. z) 
. cos. (xz) = VI sin. (2) 


£ Man 


Kir 
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Man kann dieſe vier Formeln in den zwey folgenden be 
greifen: fo; 
(cos. x L. VI sin x). (cos. 2 +v- Sin. 2) 
8 = cos(xtz) & V- lein. (x z) 
(eos. x T V-1 sin. x). (eos. 2 VI sin. z) 
== cos.(x—2) & Vis in. (xz) 
Wenn man hier in der erſten nach und nach ; 
2.= 8,9%, Zu, (n = IN 
macht, fo wird ſich ergeben: 
(es x V- Isin. x)? = cos. 2x + VI sin. ax 
(cos. x . VI sin. &). (eos. 2x ＋ VII sin. 2* 
f ess I sin/3x 
(eos x . VI sin. x). (eos. 3x . vn sin, 3x) 
5 = cos. 4x ＋ V Sin. 4a 


* * „ * 0 A 5 * * * . 


(cos. x £ W sin. 1). (eos cn R EVI sin. (n IT) x) 
“ ee eosnx VI sin nx. 


Man ſieht aber, daß die zweyte Hälfte jeder dieſer 
Gleichungen genau der Factor der erſten Haͤlfte der fol⸗ 
genden Gleichung iſt, und wenn man ſtatt dieſem Factor 
die Größe ſetzt, die ihm gleich iſt, fo wird man finden 

(cos.x + I sin. Ve = cos. ax — V Isin- 

(eos x & isin. R) = cos. zu K. VI sin. 3 


+ * 
(eos Xx & VI sin. vn = cos, nx & VI sim nx 


* + * „ > . 


Man wird alfo haben 8 
(eos. X HV - Isin. x) n = cos. nx EY Fsin. nx 


(eos. X VI sin. xn = cos. nE I sinn 
Wenn man dieſe zwey letzten Gleichungen zuſammenad⸗ 
dirt, und eine von der andern abzieht, ſo wird man wie 


oben finden: 


COS. ux = 
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cos. nx 3. [osx ＋ resin. In N 
T 2 [cos x- VI sin, In 
A Re 
sin, = —— (cos, x T Y-Isinx]? 
n. nx 723 U * ] 


1 3 * 1 
3 cos. x V= sin. x In 


r 2 4 7 5 * 
Wenn man in dieſen Gleichungen = — macht, und 


ſie entwickelt, ſo werden ſie geben 


sin v=n (ess 170. (in =) 4 
— Dee 85 Bo (sin, > 


„ana (3), Be a 
ee, 
cos. v (es, 2) (eos. 12 7 (in. 2) 


m Aus: neh, 7 Te 51 —— Aa, 


3 8 


Die Reihe, welche ihre zweyten Theile formiren, ſind 
in Ruͤckſicht des Wachsthums von n einer Grenze fähig, 
denn wenn dieſe Zahl ſich vergrößert, ſo veraͤndert ſich 


der Bogen =, und nähert ſich immer mehr feinem Sinus 
. (6 
während daß ſein) Sinus ſich dem Radius oder der Ein 


, 9 V 
heit naͤhert; wenn man alſo Er ſtatt sin. = ſchreibet; 


1 ſtatt cos. . und die Producte n, nin — I), nn — 2) 


u. ſ. w. auf ihr erſtes Glied redueirt, ſo wird man zur 
Grenze haben 


sin, vn 
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v n n’ vr 
sv — — S+ 3 
n 2. 3 2.3.4.5 n 
v v 
2 i — —ę— * — 
2:3 2.3-4 5 
l n? va n* v 
es. [Il a 
5 2 n 2.3. 4 
v’ v* 
S — 
2 5 


Hier find wir nun auf die Reihen von Nr. 35 zus 
ruͤckgekommen, und man ſieht daraus, wie ſich die vers 


ſchiedenen Wegen einer durch den andern beſtaͤttiget, 


8 welche wir um dahin zu kommem, befolgten. 


42. 5 
In den vorhergehenden Artikeln hat man die Sinus 
und Coſinus der vielfachen Bogen nach den Potenzen der 
Sinus nnd Coſinus der einfachen Bogen entwickelt; hier 
folgt nun die Auflöſung der umgekehrten Frage, nemlich 
jener, wo es darusı zu than ift, die Potenzen der Sinus 
und Coſinus des einfachen Bogens durch die Sinus und 
Coſinus feiner vielfachen Bogen auszudrücken. 
Es ſey 
“fo, x T VI sin. x = u 
< er 
Leos. Xx — VI sin. x. = Y 
ſo man wird haben 
3 1.2, 
eos = tu tv), sin, & 8 (u-), 
und daraus wird man ee 
cos. m — * ( * 


herleiten. Wenn man bie in der zweyten Halfte dieſer Glei⸗ 
chung angezeigte Potenz entwickelt, ſo wird herauskom⸗ 


men: 


\ 
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an) 


cos. xu alete. 15 + 8 un- 2 v 
— 


0 x ass — 
PF 
f 2 N J 
aber in dem Ausdrucke (u + n kann man » und a 
vertauſchen, 125 e un geben wird 
— 1) 


cos. xn 2 8 I er ya-zu’ 


Mt 8 (a2) ws. 8 
2 . 3 
wenn man dieſe zwey e ab fo wird 


man haben: 3 


ac 8 


48 \ 
acos, x un + va + n(un- TV + vi u) 


+ Zn 2 (un-2 v + var2u?) 
+ m (ya v He 


Man kann u Gleichung folgende Form geben: 
af. cos. 8 ENT n uv (un- ＋ yn-2) ai 


5 na — 1) u? v® (un-4 + ni 


= 7 
ers EN + vü-@) “> Mer 
aber Nr. 40 zufolge hat man: 
cos. ng R(eos. x.HV in, z)u f. 4 3 (cos. „V isin. n 
- = zun = 3 zyn : 
was auch n immer ſeyn mag. Man wird daraus ſchlie⸗ 
ßen koͤnnen, daß N 
0 un . vn a eos. n x, 
und uͤberhaupt, ER 
I, Theil. 2 8 s, 


7 
1 
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un- mn vu-m = Babe, (n — m) x; 
uͤberdieß iſt leicht zu fehen, 255 uv = I, man wird folg⸗ 
lich haben: 
n- I) 


8 | en(n- 
autre 8 2c0s.nx-F2ncos, aa cos (n—-4)x 
1 N 5 2 


on(n -I) Cu- 
C * 


ine wenn man alles durch 2 dividirt: 
f n(n—r) 
AR TS * Leos du—a)n . cos n —4)x 


n(n =1) (n-2) 
243 
Wenn man dieſe Formel wie jene des Binomiums von 
Newton fortſetzt, fo wird man zu Coſinuſſe negativer Bor 
gen kommen; ſie ſind aber genau dieſelben als die der 
poſitiven Bogen, die ihnen entſprechen, wie men ſich hier 
von verſichern kann, wenn man x in der Gleichung 
. 


e (1-60 Sr 


; 2 

x negativ macht, deren zweyte Hälfte durch dieſe Subſtitu⸗ 
tion ſich nicht ‚verändert, man wird alſo cos m — n)x 
anſtatt (n — m) x ſchreiben. 

Der Werth den wir fo eben für cos xn gefunden has 
ben, iſt nicht bloß auf den Fall beſchränkt, wo n eine 
ganze Zahl iſt, er wuͤrde ebenfalls denen zukommen, wo 
n ein Bruch oder eine negative Zahl waͤre. Jedoch iſt 
er im erſten Falle einer Vereinfachung faͤhig, die wir 
ſogleich lehren werden. 85 

In der Entwicklung von (u + v) Fase die von 
den aͤußerſten gleich weit abſtehenden Glieder, wenn n 
eine ganze Zahl iſt, den nemlichen Eoefficienten; dieſes 


wird auch in den Ausdruck 
COS. nx 
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i m 


cos. C) x | 


n 
cos, unf cos. (n ) + 


Fu nat) 5 
1.2. 
ſtatt finden, und wir Werde uͤberdieß zeigen, daß die 
von den aͤußerſten Enden dieſer Formel gleich weit abſte⸗ g 
henden Coſinuſſe auch zu gleichen Bogen gehören. In 
der That, das in einer Entfernung m von dem erſten 
geſtellte Glied, gehoͤrt dem Coſinus (en — am) x, und das 
letzte iſt es ſelbſt vom Coſinus (n — an), oder cos. — nxʒ 
wenn mau gegen das erſte um eine durch m angezeigte 
Anzahl Stellen zuruͤckgeht, ſo wird man nothwendiger⸗ 
weiſe finden cos(- nem) x, oder cos. — (nam) x. Aber 
nach dem was hier oben geſagt wurde, koͤmmt 
cos. (n. — am) x und cos. — (n an) x 

auf eins hinaus; hieraus folgt alſo, daß es unnuͤtz ſey, 
die multiplicirten Glieder durch Coſinuſſe negativer Bo⸗ 
gen zu ſuchen, und das es, um ſie in Rechnung zu brin⸗ 
gen hinlaͤnglich ſey, das doppelte eines jeden von N 
nigen zu nehmen, die davon poſitive enthalten: 
Man könnte alſo, indem man bey bem Gliede ſtehn 
bleibt, wo die Bogen negativ werden, ſchreiben: 
= er en ; £ 


ES cos. 8 60 . 


{a cos,nx + eos, (n-) ＋ - — == cos. 8 \ 

Man muß jedoch bemerken, daß in dem Falle, wo n 

eine gerade Zahl iſt, die Formel ein Mittelglied hat, 

welches von jedem äußerften gleich weit entfernt it; und 

durch 5 
nen — 1) n — = er 3 


— cos, (a n) 


n 


41 „„ Ei 


82 vor⸗ 
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vorgeſtellt wird wegen eos. O x = I, reducirt es ſich auf 
n(n — 1) ( + = 


und weil es einzig iſt / muß es nicht, wie die aud 
durch 2 multiplieirt werden. 
eg wird alſo zum letzten Refultate haben: 


eee, xn Be nx Tess, (n- a)x 


h(n— I) 
+ eos. (n — 0 K* 


2 un- 1) n 2) 

a 3 +} 
RN man beobachtet in dieſer Formel ſtille zu ſtehn, 
wenn man einen negativen Bogen antrifft, und wenn n 
gerade iſt nur die Hälfte des Coefficienten vom Coſinus 
des Nullbogens, den man finden wird, zu nehmen. Mit 
dieſer Aufmerkſamkeit wird es leicht ſeyn, die Werthe 
der hier beygefuͤgten Tafel zu bilden: 

cos. x cos. & 

acos. x s. 2X T1 

cos. x cos. 3x gos. x 
Jeos. x s. Ax TA. * ＋3 
16c05,x°=c0s;5x6005.,3x-F19c08,x 
Zacos. xc. GA LG cos. qx · f 15e. 2*-＋-10 
64605 x s. 7x Tycos. Sx f aIcOs.3*· C 35c-. x 

u. ſ. w. 


43. 
um sin, xn zu entwickeln, wird man von der Glei⸗ 
Hunz 


Sin. xæ 
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1 
Din. & . — 
= V — 1 N 


Gebrauch machen, und man wird finden 


. 1 ‘ 
sin, xn ER 
N 5 (u Dr 
oder 
8 An-) 
e Wu 122 un- a vs 
‚n{n Pr 1) (n — 2) 
„FFT 5 
5.253 un- 35 +. } 


. es ſey n eine 1 Zahl; in dieſem Falle iſt 
(u — Mu = ( un, 
und folglich wird man ie haben 


rina = Kr (vw — u)R 


(2 wre 
Wenn man die zweyte Hälfte 15 Gleichung entwi⸗ 
delt. und zur 8 hinzufuͤgt, 1 wird herauskommen: 8 


7 
2 sin. a er e ir mm — bun- Ivory 


(a are. 25 151 
a AT) ( n-2 x? n-2 u⸗ 
By eilt w) 
n(n—ı1) (n—2) 2 5 
| EL eee e 
oder f 7 


7 
2 Sin. xn c ni u syn — uv (un- + 9078) 
1 


@ ae 
nen = Ei 
uu (u- + vn-4 . 

N udn (n—2) 

EEE: 1.2.3 

ein Refultar, welches die Zeichen ausgenommen, das | 

nemliche iſt, was wir in der Vorhergehenden Rr. gefunden 

93 haben, 


we bee uek. BR 
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haben, wir konnen alſo ſogleich ſchreiben 
(zy- In ein. = cos . — ” cos. (n 20x 


A n(n —:) 


+ cos. (n — 40% 
tz afn—ı) (ua) Goa — 6)x ER * 
1.2.3 7 


die eingebildete Groͤße ess weil n eine geräbe:. 
Zahl iſt, und man hat : 

GVZ Da = 2 5 
wo das obere Zeichen ſtatt findet, wenn n eine zwiefach 
gerade Zahl iſt, das heißt ein Vielfaches von 4 iſt, und 
das untere Zeichen, wenn fie nur durch 2 theilbar iſt. 


b Man wird über die zweyte Hälfte dieſer Gleichung 
die nemlichen Raiſonnements machen, als in den vocher⸗ 


gehenden Artikel, und weil n eine ganze Zahl iſt, fo. 


wird man daraus ſchließen, daß man ſich auf die Glie— 
der beſchraͤnken kann, welche nur poſitive Bogen enthal⸗ 
ten, wenn man nur das doppeſte von jedem derſelben 
nimmt. Da n gerade iſt, ſo wird ſich uͤberdieß ein Glied 
finden, welches keinen Coſinus hat, und nicht doppelt ge⸗ 
nommen werden muß; und dividirt man alles durch PR 

ſo wird man haben; 


f n. 
x Bar feinen f cos nx —.—: cos, (n — 20 K 
r 1 
eee nn © 
\ 7 ma eos n — Era 


2 mee eas, (n — )* + = 

2— . 2334 © J 
indem man beobachtet, daß man ſtille ſteht, wenn man 
einen vegatſeen Bogen antrift, und nur die Haͤlfte des 
N Coeffi⸗ 
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Coefficienten dieſes Gliedes nimmt. 2. Wenn n eine un: 
gerade Zahl iſt, ſo hat man a 

( — ä (u — vgn. 
folglich 


sin, xn 2 . (v uhn, 


8 — Ihn 


oder durch die a 


2 sin. xn == zu Eh „T vorzu 


* par 
— Ha = =D 1240 eg -_— 
3... 1.0; 
Wenn man dieſen Werth von xn 5 dem Seite 117 zu⸗ 
ſammenaddirt und die noͤthigen Redueklonen macht, ſo 


wird man finden 
4 1 5 ur 


5 
n 


— 5 ; f 
ee Te nz -4 
8 uv (u vn ) 
Ant nn) (n—2) Wr) 
1.2.3 5 
aber durch Nr. ao, g 8 P 


I 
sin. nx lere + v-i sic 294 


2 
— (eos. x VI sie = Ei (un- vx), 

: je ee a 
was auch n immer ſey; was das Product un anbelangt, 
fo iſt dieſes immer der Einheit gleich, man wird alſo. 
allgemein haben 

un-m — vn-m gy 1 sin (n — m)x; 


folglich 


H 4 i sin. xn 
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—1 n 
sin. xu 2 ds sin. nx — = sin. (n — 2)& 


875 Da. 
nen — 10 
* Fr sin. (n — 4)x 
aln—ı) ‚(n—2) 
= 55 ** 3 
Dieſe Formel iſt nicht 8 wie die Vorhergehenden, 
mit der eingebildeten Größe behaftet, denn da n eine 
ungerade Zahl iſt, ſo iſt 
20 —1)u = A 2 V, 
wo das obere Zeichen ſtatt findet, wenn en von der Form 
4k I, das heißt, ein Vielfaches von 4, um die Ein⸗ 
heit vermehrt iſt; und das untere Zeichen, wenn man 
bloß n = 2k ＋ ı hat. 

Auch hier kann man ſich auf die zu poſitiven Bogen 
gehörigen Glieder beſchraͤnken, indem man von jedem 
derſelben das doppelte nimmt. Denn es iſt ſogleich durch 
die nemlichen Gruͤnde als vorhin außer Zweifel, daß die 
gleich weit von der aͤußerſten abſtehende Glieder, den 
nemlichen Coefficienten haben, und daß das eine mit ei⸗ 


sin. (n — G K« 


nem poſitiven, und das andere mit einem negativen Bo⸗ 
gen behaftet iſt. In Wahrheit, da die Anzahl der Glie⸗ 


der der Formel gerade iſt, und abwechſelnd poſitiv und 
negativ ſind, ſo werden die entſprechenden Glieder ent⸗ 
gegengeſetze Zeichen haben; aber auch der Sinus des ne; 
gatiben Bogens iſt ſelbſt negetiv, wie man ſich davon 
verſichern kann, wenn man im 
— e j 
a 2 1 8 
— „ ſtatt ＋ x ſetzet; dieſe Verſchiedenheit des Zeichens 
findet ſich alſo verbeſſert, und die Glieder von denen die 


Rede ift, vereinigen ſich in einem einzigen, 


Sin. x . 


Nach 
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Nach dieſen Betrachtungen wird, wenn man durch 
2 dividirt, herauskommen; 


= ji: EEE 
an- gin. xn 1 sin (n — 2)x 


Baer . 
+ 8 5 sin. (n- 


— 8 2 sin. (n — 6)x +: a 
| 12.3 
Aus den beyden Formeln, die wir ſo eben gefunden ha⸗ 
ben, wird man die in der folgenden Tafel enthaltenen 
Werthe leicht ableiten: 
Sin K = sin; & 
ain, x cos. 2X I 
45in. x sin 3x-+3sin. x 
j gsin & = es. 4 AO 2K 3 N 2 N 
1681u. * sin. SX —58in 3X+Iosin.x: 
328in. x cos. Gx KO X= 15cos. 2* ＋ 10 
64sin. X sin. 2x T7sin. Sx - 21sin. 3x ＋35sin. x 
u. ſ. w. i 
Dieſes iſt fuͤr den Fall, wo n eine ganze Zahl wäre, wenn 
n eine gebrochene Zahl wäre, fo müßte man zu der ev 
ſten Formel der vorhergehenden Rr. feine Zuflucht neh⸗ 
men. Man würde x = 90° — 2 machen, welches geben 
wuͤrde cos. & = sin. 2, und folglich wäre der Ausdruck 
von ccs.an durch die Coſinus der Vielfachen von x, der 
Ausdruck von sin. zu durch die Coſinus der Vielfachen von 
90 — 2, oder von dem Complement des Bogens 2. 


i 44 
Die Entwickkung von lu, welche Nr. 29 gefunden 
wurde, wird uns zu jener eines Kreisbogens leiten, wel⸗ 
cher in Beziehung der Sinus ſeiner Vielfachen geordnet 
3 if, 
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Fe 8 ; 
iſt. In der hat, wenn man in 


U * — urs 


n e macht, fo wird man haben 
1 VV Le — 2 1 a 


2 . e 
— - 5 - - wu 
3 

Fe 3 N 


A el 
+. ++ 


u u- =) 


＋ 


. 
aber le WI = r folgtich 
1 — 271 IL | 5 


— 


Ei er = ee: 
ar ER 
v1 
x F IT 
2 = - * | at +. ... 


wenn man die zwey Haͤlften dieſer Wibpng Bu 2 di⸗ 


f vidirt, ſo wird man finden 


AL ST 
2 2 = N na SE gg — 
12 Ari ‘ 


— 0 823 a) 
Be ee N 


e227 — e 


x 
ng en 


a 
Be II. e 
8 


und 


Ahlen gn 123, 
1 2. ar mE 
BRETTEN ER REIFE = sin.z 

und wegen | V Be a 

\ 5 N r Tag = Sin. 22 
wird ſich daraus ergeben 

22 sin. 2 — 3 8in. z + sin 3 2— 4 sin. 42 +. 
Dieſer merkwuͤrdige Ausdruck der Entwicklung eines Ber 
gens durch die Sinus feiner Vielfachen iſt von Euler, fo. 
wie alles Vorhergehende. 

Wenn man 1 = 90° macht, alsdann ſind sin. 22, 
sin. 42, und überhaupt alle Sinus der der geraden Viel⸗ 
fachen Bogen gleich Null; nur die ungeraden bleiben; 
man muß aber in Ruͤckſicht auf dieſe beobachten, daß fie 
wechſelsweiſe pofitiv und negativ find. Wenn alſo sin. 90“ 
pofitiv ift » fo iſt sin. 3. 90° negativ, ein 5 . 90° pos 
ſitiv, sin. 7, 90 negativ; und fo fort. Diefen Betrach⸗ 
tungen zufolge wird man finden, daß der Bogen 

von 48 = 1 - 1 r 
fen, ein Reſultat, welches jenem von Nr. 38 gleichlautend iſt. 


„65 

Wenn man den Ausdruck einer Größe durch eine 
nach don Potenzen einer andern Größe geordneten Reihe 
erhalten hat, ſo kann man die Frage umkehren, indem 
man die zweyte als eine Funktion der erſten betrachtet, 
und ihre Entwicklung ſuchen. Auf ſolche Weiſe kann 
man, nachdem der Werth des Coſinus und Sinus ver⸗ 
mittelſt der Potenzen des Bogens gefunden iſt, jenen des 
Bogens ſelbſt verlangen. Die Probleme dieſer Gattung 
ſind der Gegenſtand der Wiederkehr der Reihen. 
Ich werde das FAN vor Augen legen, weſches uns 

i New⸗ 
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Newton, der es zuerſt aufloͤſte, in einem feiner Briefe 
an Oldenburg hinterlaſſen hat, weil mir dieſes das ele⸗ 
ganteſte und das natuͤrlichſte ſcheinet. N 

Es ſey x ein Kreisbogen und 5 fein Sinus, fo wird 


man haben (Nr. 38) 


x x’ x’ 
) Sr Fre Zahl en von 
ER 6 + 120 5040 + 


Wenn man alle Potenzen von x; die erſte ausgenommen, 
eliminiren konnte, ſo würde man den Werth von x in 
y haben; man wird auf folgende Art leicht hiezu ge⸗ 


langen. 
Man berechne zuerſt die zte Potenz von y entweder 
geradezu, oder durch Huͤlfe der Formeln Nr. 20, und 
man wird nach gemachten Reductionen finden 


wenn man zwiſchen dieſer Gleichung und der vorgegebe⸗ 
nen x' als eine beſondere unbekannte 8 eliminirt, 
ſo wird N 5 


N Be u 
welche, 180 man reducirt, giebt, 
8 159875 5 

r de 8 
Macht man ferner die fünfte Potenz von y, ſo wird 
man haben g 
2 0 * — 15 1 EN 
3 und bringt man * aus er letzten Refultat weg, ſo 
wird en en 5 
17 8 9 . 
oder 
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oder 
R 
1 4 6 N - nr... 


Man hat 0. y = Xx folglich 
F Mor 
40 112 
Hier ſind En nun zu der Entwicklung von x in y ge⸗ 
langt, und zwar bis zur 7ten Potenz von „ getrieben; 
und der Weg den wir dahin zu kommen gefolgt haben, 
iſt einleuchtend genug, daß man ihn fo weit man nur 
will fortfegen kann. Wenn man noch zwey Glieder mehr 
berechnet, fp wird man haben 
EY Te L tete. x. 
Ob man gleich nicht auf der Stelle das Geſetz der 
verſchiedenen Glieder der vorgehenden Reihe einſieht, ſo 
wird man es doch finden, wenn man die Coeffieienten 
und die numeriſchen Diviſoren in den Factoren zerlegt 
ſolchergeſtalt wird man haben 


* 


a TERN . 
dt 2.3 % 2.4. 5 2.4.6.7 * 2.4 . 6.8.9 
357. 9 7 
e 


Dieſes iſt der Ausdruck des Bogens x 359 den Potenzen 
ſeines Sinus y entwickelt. 

Dieſes Beyſpiel wuͤrde auf gewiſſe Art hinlänglich 
ſeyn, um den Geift der Methode einzuſehen. Wir wer⸗ 
den indeſſen bemerken, daß wenn man 

5 Sa 4 bx ＋ cx ＋ d. +. .% 
hätte, man zu mehrerer Bequemlichkeit die beſtimmte 
Größe a in der andern Hälfte verſetzen, und 4a — * 2 2 
machen muͤßte, welches | 
sah ＋ en + de 4. 
geben 
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\ 


geben würde und das Reſultat würde alsdann nach den 
Potenzen von fortgehn: ohne dieſe Vorſſcht würde jede 
Potenz von y neue Glieder hervorbringen die von x uns 
abhaͤngig waͤren, und es wuͤrde daraus fuͤr das erſte 


Glied der geſuchten Entwicklung eine unbegrenzte Reihe 
e e. 
Wenn die vorgegebene Reihe die erſte Potenz von 


x nicht enthielte, ſo würde man nur den Werth der am 
wenigſten erhöhten Potenz haben, und folglich muͤßte 
man aus dem Reſultate eine Wurzel des durch den Ex⸗ 
ponenten dieſer Potenz angezeigten Grades ziehen, wel⸗ 
ches vermittelſt der Formeln von Nr. 20. leicht ſeyn 
wuͤrde. 

Einer der merkwuͤrdigſten Vortheile des Herfah ent, 
welches uns beſchaͤftiget, iſt, daß es gerade zu der Form 
der geſuchten Reihe fuͤhret. Es ſey zum Beyſpiel * 

2 D ax ＋ bx ＋ * +... 8 
zuerſt muß man x’ eliminiven; die ſerwegen muß man z 
zu einer ſolchen Potenz erheben, daß das erſte Glied mit 
* behaftet ſey. Wir wollen ſetzen, daß dieſe Bedingung 
durch die Entwicklung von zm erfuͤllt ſey, ſo wird man 
nothwendigerweiſe haben N 
zm = am xm + ach 
folglich muß zm == 3 oder m = 3 ſeyn Man wird alſo 
die Reihe, welche 2 ausdruͤckt, zu der Potenz z erheben, 
welches man leicht bewerkſtelligen wird, wenn man ihr 
folgende Form giebt: f 

2 * Id ＋ bx + . 

und man wied 5 


3 
mar ＋ 24 10 +... 


Man bringe x’ aus dieſer Gleichung weg, fo werden nue 


X, * und höhern Potenzen bleiben. Wenn man z zum 
Qua⸗ 
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Quadrat erhebt, wird man ein Reſultat erhalten, wel⸗ 
ches zur Eliminirung von * dient. Dieſe Opera- 
tion kann nun ohne Schwierigkeit fortgeſetzt werden, ſelbſt 
wenn es auch noch noͤthig waͤre, den Werth von 2 zu 
gebrochenen Potenzen zu erheben. 

Die durch 2 vorgeſtellte Größe, koͤnnte ſelbſt eine 
Reihe nach den Potenzen von „ geordnet ſeyn, ohne daß. 
dadurch das Verfahren eine Aenderung erlitte; es würde 
bloß noͤthig ſeyn, die Entwicklungen der verſchieden Po⸗ 
tenzen von 2, in Bezug auf y zu ordnen, indem man 
von der erften dieſer Größen zur zweyten zuruͤckgeht. 

Wenn man endlich zwey Reihen wie folget haͤtte 

2 = ax ＋ bx He +... i 
It S aK ＋ bv Het... 
ſo koͤnnte man durch die nemliche Methode die Entwſck⸗ 
lung von 2 in 5 und umgekehrt finden. 

Um zum Beyſpiel 2 zu haben, wird man den Werth 
von x undet in der zweyten Reihe nehmen, und ſo in 
der erſten ſubſtituiren, Das Reſultat dieſer Operation 
wird nur das Quadrat und die hoͤhern Potenzen von 
enthalten. Man wird hernach die zweyte Reihe zum 
Quadrat erheben, und daraus einen Werth von x? in ts, 
25, x" u fe w. ziehen, welches ein Mittel geben wird x? 
aus dem vorhergehenden Reſultate wegzubringen; wenn 
man auf ſolche Art weiter fortfaͤhrt, fo wird man nach 
und nach verſchiedene Potenzen von x wegbringen. Das 
Verfahren, welches ich ſo eben angezeigt habe, koͤmmt 
mit dem gewoͤhnlich fuͤr die Eliminirung uͤberein, jedoch 
mit dem unterſchiede, daß anſtakt mit Wegbringung je⸗ 
ner Glieder anzufangen die den hoͤchſten Exponenten ha⸗ 


ben, man zuerſt auf jene operirt, wo der Exponent am 
kleinſten iſt. 8 1 


. 


Hie 


ee 
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Hier folgt nun eine allgemeine Formel, welche alle 
Faͤlle enthält, in wejcher die Potenzen von x in arithme⸗ 
tiſcher Progreſſion wachſen. Es ſey 

V k T ax A bx ＋ ex ＋ d“ ex 

Wenn man k verſetzt und zur Abkuͤrzung y— k 2 
macht, ſo wird man haben 

sex . ba ＋ cx HH 4 (1) 
Wenn man die Werthe von 25, z", 2 berechnet, fo 
wird man nach und nach x”, &, x* . . . eliminiren Fon? 


nen, wie wir ſolches in den vorhergehenden Beyſpielen 


gemacht 1% und man wird finden 
1 2 sb? set +a’dı 25 
e 5 +— De 0 =: 


= a . tor bd ＋ꝛa . 0. 2 * 4 
Mau kann auch zu dem nemlichen Reſultate durch 
die Methoden der unbeſtimmten Evefficienten gelangen, ins 
dem man annimmt 
Rx = Az + Be’ RE DE ht 
und die Werthe von x', XI X X .. formirt, um fie 
in der Gleichung (i) * ſubſtituiren. Nachdem dieſe Ope⸗ 
rationen ausgefuͤhret ſind, wird man den erſten Theil 
in den zweyten verſetzen und alle zu einerley Potenz von 
2 gehörigen Glieder gleich Null machen, welches die nd? 
thigen Gleichungen geben wird, und die Coefficienten 
A, B, O. .. zu beſtimmen. Wir werden nicht in das 
Detail dieſer Rechnungen eingehen, von denen man ſchon 


eine hinreichende Anzahl Beyſpiele geſehen hat. 


i 40. 
Wir werden dieſe Einleitung mit einem Ausdrucke 


des Kreisbogens Nec ehen, der von der Form desjenigen 
die 
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die wir bis jetzt bekannt gemacht haben, vilſchieden iſt, 
und womit Euler auch die Analyſis bereichert hat. 
Weil man 
sin.(x ＋ 2) sin. x. cos 2 + eos. x. cos. 2, 
hat, ſo wird man, indem man z = x macht, finden 
sin 2&R = 2 Sin. x. 608. X. 
Wenn man ex für x ſubſtituirt, fo wird herauskommen: 
din. x == 2 sin. 2x. cos. 3% 
Indem man von neuem die nemliche Subſtitutlon macht, 
ſo wien man erhalten f f 
sin. 282 == 2 sin. I eos. Ax, 
wenn man dieſen Werth von sin. zx in jenen von sin, & 
ſetzt, ſo wird ſich daraus ergeben f 
sin. x 45in. Ax. eos. * cs. Ax. 
Man wird, wenn man ferner ſo operirt, haben 
sin, IX == 2 sin., Fx. cos. 5% 
folglich . 
sin x = 8 sin, ix . cs. 2x . eos, IX . cos. Fx. 
Durch Huͤlfe der Gleichung 8 
sin. 2 = 2 sin. R . 608. 4% 
kann man zn bernsſchaffen, es wird alſo herauskommen 
sin. x == 16 8in. R. cos. #8 4 cos. zx cos, M. OS. X. 
Man ſieht, daß, wenn man auf aͤhnliche Weiſe fort⸗ 
fahrt, man jedesmal einen neuen Coſinus Joffe und 
daß man uͤberhaupt haben wird 5 


1 
* K. OS. . COS. &. CS. x, c X rech. N. 


Aber je größer n iſt, deſto kleiner wird der Dogen z. * 


ſeyn, und folglich wird ſein Sinus um ſo weniger von 
ihm und ſein Coſinus von dem Radius oder der Einheit 
| unterſchieden ſeyn. Die Grenze des vorſtehenden Aus⸗ 

I. Theil Se druckes 
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druckes wird alſo ſeyn 
Sin. x == X eos. f x cos.ix cos. X. 
und hieraus wird man ziehen 
807 = sin. x 


cos. à Xx cos. & cos. Ä 


aber man weiß, daß 

Bei == sec. 2; alſo x = sin. x sec, * see. Ax sec X 
COS. 2 - N ö 

Dieſes Product nähert ſich immer einen endlichen Werth, 

denn ſo wie der Bogen geringer wird, naͤhert ſich die 

Sekante dem Radius oder oder der Einheit, die Facto⸗ 

ven gehn alſo immer abnehmend fort. 

Wenn man die Logarithmen nimmt, ſo wuͤrde man 
dieſes Reſultat zu der Form einer gewoͤhnlichen Reihe 
bringen, denn man wuͤrde finden 

IX = I sin. x + Isec.!x + Isec.ix + Isee 

In dem Capitel dieſes Werks, wo von Entwicklung 
der Functionen in Reihen gehandelt wird, werden wir 
die vorſtehenden Unterſuchungen durch einfachere und 
fruchtbarere Methoden ergaͤnzen. In dieſer Einleitung 
war unſer Ziel bloß den Leſer mit den Betrachtungen 
der Reihen bekannt zu machen, und ihn dadurch zu dem 
folgenden Kapitel vorzubereiten, wo die Theorie des Dif⸗ 
ferentialcaleuls aus der Entwicklung der Functionen in 
Reihen hergeleitet wird, ein Weg der zugleich der ein⸗ 
leuchtendſte und directeſte iſt, und welchen der Bürger 
Lagrange zum erſtenmal in den Abhandlungen der Aka⸗ 
demie zu Beclin 1772 bekannt gemacht hat. 


* 


Abhand⸗ 


Abhandlung 
des Differentiakund Integralealeuls— 


Erſter Theil. 


Von dem Differentialcaleul— 


Erſtes Kapitel. 
Analytiſche Darſtellung der Principien des 
Differentialealeuls⸗ 


E, wurde ſehr ſchwer ſeyn, die Natur des Differens 
tialcalculs jenen deutlich zu erklaren, die die erſten 
Begriffe davon nicht haben. Nicht daß man dleſen Eal⸗ 
cul nicht ſtrenge definiren koͤnnte, ſondern weil man es 
nicht bewerkſtelligen kann, ohne ſolche Ideen zu entleh⸗ 
nen die ſich in den gemeinen Leben nicht finden, auch in 
den Theilen der Mathematik nicht vorkommen, welche 
der Gegenſtand der vorhergehenden Studien find; Glück 
licherweiſe perbindet uns nr eine Abhandlung mit 

J 2 5 Def⸗ 
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Definitionen anzufangen, welche, wie Pafcal ſagt, nur 
darin beſtehen, denen Sachen, die man in vollkommen 
bekannten Ausdruͤcken angezeigt hat, einen Rahmen bey— 
zulegen. Wir werden alſo ſogleich die vorläufigen Bes 
griffe darſtellen, welche dem Differentialcalcul das Dafein 
geben, und dadurch werden wir ſeine Verbindung mit 


der Entwicklung der Functionen zeigen, mit denen wir 


uns in der Einleitung beſchaͤftiget haben., 


1. 
Von den Veränderungen, welche eine Funetion von x erleidet, 
wenn x, X K giebt, 


Die Algebra im eigentlichen Sinne hat die Große 
in ſich ſelbſt betrachtet zum Gegenſtande, die auf einen 
firen und beſtimmten Zuſtand der Größe gebracht iſt; die 
Beziehnngen, welche gewiſſen gegeberen Bedingungen uns 
terworfene Größen unter ſich haben muͤſſen, find der Ges 
genſtand der Fragen, die man darin abhandelt. a 

In dem Theile der Analyſis der uns nun beſchaͤfti⸗ 
gen wird, ſetzt man im Gegentheile voraus, daß die 
Größe durch verſchiedene Zuftände der Größe geht, und 
man betrachtet die Veränderungen die dadurch in ihren 


Functionen entſtehn. 


In ſo weit die Größen als ihren Zuſtand verͤͤndernd / 
oder verändern koͤnnend betrachtet werden, nennt man 
fie veränderliche, und man giebt den Nahmen Beſtaͤndige 
jenen, welche in der Folge der Rechnung immer den nem⸗ 
lichen Werth beibehalten. Hierdurch ſieht man, daß die 
Natur der vorgeſetzten Frage beſtimmt, welche Größen 


als veränderliche und welche als beſtaͤndige angeſehen 


werden muͤſſen. 
Wenn 
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Wenn eine veränderliche Größe x einen durch k vor⸗ 


geſtellten Zuwachs erhält, muß man um zu finden, was 


hernach die Functionen dieſer Größe werden, x + K 
ſtatt * in Ben Ausdrucke ſchreiben; wenn man z. B. 
K * und ars nimmt, wird herauskommen 
“tn = X 2K KR rk 
G ＋ K = X ＋ 3K ＋T xk ＋ Kk. 
* ar ＋ 9 ax ＋ ak 
+ "trat er a? ＋ X T 2xk-tk*? 
In dem Falle wo x eine Verminderung ſtatt eines 
Zuwachſes erlitten haben wurde, müßte man ſtatt x, ſe⸗ 
Ben x — k, oder k das Zeichen — geben, 


2. 


Die wenige Unterſuchung wird, wie man fieht keiner 
Schwierigkeit ausgeſetzt ſeyn, wenn es um eine Funetion 
zu thun iſt, deren Zuſammenſetzung bekannt iſt, das heißt 
einer Arpliclte Function; es ſcheint ſelbſt auf den erſten 
Anblick, daß ſie zu keinen ſehr intereſſanten Reſultaten 
fuhren muͤſſe; wenn man indeſſen den Ausdruck des 
neuen Werthes der vorgeſetzten Function in einer nach den 
Potenzen von k geordneten Reihe entwickelt, ſo wird ſie 
ſich in einer Form darſtellen, die eine beſondere Auf⸗ 
merkſamkeit verdienet. Man koͤnnte dieſe Form auf alls 
gemeinen Betvachtungen gründen, aber in einem Werke, 
von der Natur des unſrigen ſcheint es zutraglicher fie 
von der Unterſuchung beſonderer Faͤlle abzuleiten; deßwe⸗ 
gen werden wir, wie ſo eben geſagt wurde, die verſchie— 
denen Gattungen von Functionen nach und nach abhan⸗ 
deln, mit denen wir uns in der Einleitung beſchäftiget 
haben. 

J 3 1. Wenn 
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1. Wenn man in der Funktion x", (x + 0 ſtatt x 
ſetzt, wird herauskommen 
(KTK Xn IK 1 — = 
2 er N 
4 DM; 

Man muß bemerken, daß diefe Entwicklung zum er⸗ 
ſten Gliede die vorgeſetzte Function za hat, und daß fie 
eine Reihe von Functionen hervorbringt 

VVV 

f 2 2 . 3 

welche die verſchiedenen Potenzen von k multipliciren. 
Dieſe Functionen muͤſſen als von der erſten abgeleitet, be⸗ 
trachtet werden, durch die Umformung unter die man 
ſelbe gebracht hat, und ihre Betrachtung iſt von dem 
Werthe von k ganz unabhängig. 

Jede rationale und ganze Function von x, welche nur 
von dieſer Form 

, B 

ſeyn kann, führer zu einem ähnlichen Reſultate, denn 
wenn * + k für x ſetzet, fo findet man 

Axt ＋ BGA T b ＋ (K T he .:.- 
und durch die Entwicklung 


Axs 9 Tals . Axa va 


Er 2 
X — b Toter 
IBN 3 1 Bxbæa * + 


— 2 


1 


xn-2 K 


— 3 
N 


Cxe- 2 | 1 


re eee win 
Der in diefem Ausdrucke ER Theil von k 
ift wieder die vorgegebene Function; wenn man ihn durch 


u vorſtellt, und die Goefficienten der aufeinander folgen⸗ 
den 


Principien des Differentialealeuls. 135 


den Potenzen von k durch p 4. r... bezeichnet, wird 
herauskommen \ 

u * pk ＋ ak + rk + 

Man wird das Reſultat 
N T Bab T Ce 

welches die Potefßzfdes Polynoms Ygiebt, wenn ſich x in 
* ＋ k verändert, leicht zu dieſer Form zuruͤckfuͤhren; In 
der That, da dieſes Polynom durch u pörſtellt iſt, fo 
wird es ſelbſt nach dem Vorhergehenden 

u ＋ ph T k TN T 
man hat folglich 

VV 
nach den Potenzen von k zu entwickeln; was aber n im: 
mer ſey, ſo werden die Formeln von Nr. 20 zu einem 
Ausdruck fuͤhren von folgender Form 

un ＋ Pk ＋ Ok- ＋ RE + 
wo P, Q, R. .. Functionen von x unabhängig von k 
(ſind. 2 5 

Die gebrochene Function b 
Axa ＋ Bb. ＋ Cx !! K 
Ax ＋ Bab ck +... 
kann auf folgende Art geſchrieben werden 
(Ax BNb tee +...) (Axa ＋ Bad ＋ Cox K. 

Wenn man aber x + k für x feet, wird der zweyte 
Factor 


f 


re gi ak Ts 
und feine Entwicklung nimmt die Form 
u- ＋ Pk T O' ＋ RE T 
was den erſten anbelangt, wird man ihn in ſeinem neuen 
Zuſtande durch 8 
u! ＋ pk + g K 1K Me NER 
verſtellen, wo u“, p', gun... analoge Kuldhonen 
J 4 von 


* 


FW 
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von denen find, welche durch die Buchſtaben p. gs nr... 
bezeichnet ſind; die vorgegebene Function wird alſo 
(u“ pK HK Fr Fir t+ QR RK . . ) 
Wenn man die angezeigte Multiplication macht, ſo wird 
man finden 
dbu K u. PI K T % GK K 
Tu- xp, G p P 7 
ae, 


; 7 
aber wusr iſt das nemliche wie — oder die vorgegebene 


Function, folglich wird das Reſultat das man ſo eben 
| erhalten hat zur vorigen Form zuruͤckgebracht. 


2. Die exponential, die logarithmiſchen und die Kreis⸗ 
functionen führen auch zu ähniichen Entwicklungen, wenn 
man dort x in x + k verwandelt. ö 


ax wird in dieſem Falle axtk m ax * * nun nach 
der Es Bir 22 (Einl.) 


17a) (Ya)’ 
ko van — -E 
5 17 7 . Is ce FR 5 
Sieh bat ein 
x . 
rebteax. Ol )-. x = K . ur R 


405) veraͤndert ſich in 
KR +k)=ix + 1 + u) 
und zufolge von Nr. 26. (Einl. 


folglich 
% K kl ak bb 
x 2x 9% 
Setzt 
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Setzt man * + k fuͤr in sin. x, ſo findet man durch 
die bekannten Formeln 5 ö 
sin. (X + k) = sin.x eosk + coſ. x sin. k, 


k = 5 
aber A 1 Pa Be 
1 K* K* 
Pin. ek 1.7 ee e ee 
1.2 3 1.2.3. 4.5 
hieraus folgt, daß : 


0 


5 5 cos. x sin. x cos. x N 
sin. (x + E) sin x k — k - Ek — . 
1 1 2 1. 2,3 


Endlich cos. (x + V wird 


cos. x cos, — sin. x sin. K, 
und indem man für cos. k und sin k ihre Werthe in einer 
Reihe ausgedruckt ſetzt, fo erhält man 


sin. x eos. x cos x 
cos. (X * k) = cos. x = K e 
1 152 40.33 


Wegen der Analogie koͤnnen wir aus den vorhergehenden 
ſchließen, daß, wenn u irgend eine Function von x vor⸗ 


ſtellt, und wenn man in dieſer Function x + k ſtatt x 
ſchreibt, ihre Entwicklung dieſe Form 
u . Pk ＋ OR. ＋ RR h... 

annehmen muß. Wir werden in der Folge ſehen, daß 
dieſer Satz in der That ganz allgemein iſt. Was den 
abſoluten Werth der Veränderung anbetrift, welchen die 
urſprüngliche Function u vermoͤge des Zuwachſes der ver⸗ 
aͤnderlichen Größe x erhält, von welcher fie abhängt, fo 
wollen wir dieſe bey Seite fegen, und uns bloß mit den 
Functionen P, Q, R.., beſchaͤftigen, welche fie erzeugt, 
wenn man ſie in ihren neuen Zuſtand entwickelt. 


f 33 | 3. 
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Wir werden uns zuerſt bemuͤhen, die Beziehungen 
zu beſtimmen, welche die Functionen P, Q,R... mit 
den vorgegebenen haben, und um hierzu auf eine leichte 
Art zu gelangen, ſo wollen wir damit anfangen, einen 
beſondern Fall zu betrachten, nemlich den der Function xu, 
welche, wenn ſich x in x + k verändert 

N nxn-1 n(n—ı)x?=2 , 
ea 8 


2 nen =T) Cn 


S 
1. 2 » 3 5 
giebt. N 

Wenn man mit Aufmerkſamkeit die Coefficienten der 
verſchiedenen Potenzen von k unterſucht, und von ihren 
Nennern abſtrahirt, fo wird man bald bemerken, daß es 
leicht if, dieſelbe alle aus xu durch eine Folge ähnlicher 
Operationen abzuleiten. In der That, da der Coefficient 
von k in der Entwicklung von (x + k)P, nun- iſt, fo 

wird der nemliche Coeffieient in der Entwicklung von 
n (K -FK) n- T f n(n — An- 
n(n 1) (Ta na n(n I) (n—2)xn-3 
n(n 1) (n- (r- ] (nn -I) (n- a 

. 

ſeyn. 

Es folgt hieraus, daß man jede der Functionen 

En, nxu- , non I)xnsga, n n—I)(n—2)xu-3, .,. 

die erſte ausgenommen, welches die vorgegebene Function 
iſt) findet, wenn man in der, welche ihr vorhergeht, 
* + k ſtatt x ſubſtituirt, und davon denjenigen Coeffi⸗ 
cienten nimmt, welcher in der Entwicklung die aus die- 


9 


ſer 


* 
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ſer Subſtitution entſtehen wird, die erſte Potenz von K 
multiplieirt. 
Wenn die Function 

"ae . B , e 

Al T 0 ＋ BGO T 0% ＋ CC The 
wird, ſo kann man bey der Entwicklung der verſchiedenen 
Glieder aus welchen ſie beſteht, die Bemerkung anwen— 
den, welche fo eben über die Entwicklung von (x + Ein 
gemacht RN und es wird ſich daher jede dieſer gung 
tionen 


Axa) 4 Aka- 1 ala — 1) Axa 
+ „ , bbs f, TG f, 
+ = cke Hel@—n)oxen2 ) J 
Se * * 
2 0) 75 
* „ 1 i IH 


a(a—T) (a—2)Axa-3 1 
+ bib—ı) (b) Bb-32 R 
+ clc—t) (e—2)Cx°=3 ) 


* 


aus den verhergehenden ableiten laſſen, wenn man darin 
* in * T K verandert, und aus der Entwicklung des Res 
ſultats den Coefficienten der erſten Potenz von k nimmt; 
wenn man aber dieſe Coefficienten reſpectide durch „ 
1.2, 1.2,3, u. ſ. w. dividirt, und mit dieſer Diviſion 
beym zweyten Coefficienten anfängt, ſo erhaͤlt man die 
Coeffieienten der Potenzen von k in 
AX ＋ k) ＋ BGR ＋ Ob ct: C Fre +: : 

dieſe Coefficienten werden alſo noch in dem jetzigen Falle 
auf dieſelbe Art auseinander entſtehen, 18 in dem vori⸗ 
gen Falle, 


Es 
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Es iſt leicht einzuſehen, daß das nemliche, bey allen 


Functionen, welche wir in der Einleitung betrachtet haben, 
ſtatt haben muß, weil jede von ihnen unter der Form 
Ax . Bab ＋ Ce &,,; . 

gebracht werden kann, wenn man ſie in einer Reihe ent⸗ 
wickelt. Weil aber hieraus neue Reihen fuͤr die Coeffi⸗ 
eienten der Potenzen von k entſtehen, ſelbſt denn noch, 
wenn fie. durch eine begrenzte Anzahl von Gliedern aus⸗ 
gedruͤckt werden koͤnnen; ſo werden wir uns nicht weiter 
bey fdiefem Beweiſe aufhalten; und überhaupt, da es 
jetzt leicht ſeyn wird, den vorhergehenden Betrachtungen 
in ihrer groͤßern Allgemeinheit zu folgen, fo wollen wir 
die Unterſuchung der beſondern Fälle nicht weiter treiben. 


4 


Um eine Function vorzuſtellen, ohne auf irgend eine . 


Art anzuze gen wie ſie zuſammengeſetzt ſeyn kann, ſo 
werde ich mich des Zeichens f bedienen; und man muß 
unter den Ausdruck f(x), irgend eine Function von x vers 
ſtehen, indem man unter dieſer Benennung alles das be⸗ 
greift, welches die Definition des Worts Function 
(Einleit. Nr. 1) mit ſich bringt; man muß ſich daher wohl 
in Acht nehmen dieſen Buchſtaben 7 für einen Coefficien⸗ 
ten von x zu halten. Ich werde die Subſtitution von 
x ＋ k ſtatt x in flx), wie folgt andeuten, indem ich 
ſchreibe fix + b), und dies will ſagen, daß das Reſul⸗ 
tat eben fo aus x + k zuſammengeſetzt iſt, wie es die 


Urſpruͤngliche aus » ift. Wir wollen jetzt annehmen, daß 


Fx ＋ ) in Beziehung auf die Potenzen von k ent⸗ 
wickelt. 
FG TYR. T XI NP FRE ＋ XK . 
98 wo X., X., X..., Functibnen von u bezeichnen die 
unab: 


> 
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unabhangig von k find; macht man k So, fo redueirt 
ſich dieſe Gleichung auf Far) = X,; welches zeigt, daß 
man dakunter verſtehen muß, daß das erſte Glied der 
Entwicklung immer die vorgegebene Function ſelbſt iſt, 
und daß man ganz allgemein 

FTD EX PIE FIR 
hat. 


Es iſt leicht zu ſehen, daß man nicht annehmen darf, 
die Entwicklung von f(x + h enthalte negative Potenz 


Ft “x 
zen von k; denn wenn fie Glieder von der Form 7 ent⸗ 


hielte, fo wird fie unendlich werden, wenn man k = o 
ſetzte, und fie würde folglich in dieſen Fall mit der ur⸗ 
ſpruͤnglichen Function nicht uͤbereinſtimmen, welches doch 
die Natur der Subſtitution ſelbſt aus welcher ſie entſtan⸗ 
den iſt erfordert. * 


3. 8 
Dies feſtgeſetzt, fo will ich beweiſen, daß die Fune— 
tionen X,, Xa, X.. .. ſich von einander und 
von der urſpruͤnglichen Function durch ein 
gleichfoͤemiges Verfahren herleiten laſſen, ſo 
daß, wenn man X aus fx) zu beſtimmen wüßte, 
man durch eine Reihe ahnlicher Operationen, 
N „ finden konnte. N 
Zu dieſem Endzweck werde ich annehmen, daß in 
5h die veränderliche Größe x einen neuen Zuwachs 
erhalte, welchen ich durch K’ vorftellen will, und folglich 
* ＋ K“ ſtatt & in Y + i und in feiner Entwicklung 
ſchreiben. Um aber dieſe Subſtitution in den Functionen 
F009. X» Nes XxX. 
zu machen, fo bemerke ich zuerſt daß aus f(x) 


3 FTE 


6 
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I ＋ k“) S HR) X. kA KR? HN +; 
wird, weil dies die e nemliche Function als T + 0 ik 
und man bloß k And k verändert hat: was die Coeffi⸗ 
cienten XI, Xe, X. . .. als Functionen von X anbe⸗ 
trift, fo müſſen fie, wenn man darin x + k ſtatt x ſub⸗ 
ſtituirt, eine Form annehmen, welche der für f(x + k 
angenommen analogiſch iſt, man wird alſo ſtatt 

X., J die Reihen XN X. KHK Kr) 


X 8 i X+X,k +, kr. ne 
> | NX EN KIN HR 4 
X XTX, K Zur.) 


en koͤnnen, in welchen 


3 
neue Functionen von x vorſtellen, die eben ſo von 
2 x 


L x | . 
abgeleitet find, als dieſe letztern es aus der vorgegebe⸗ 
nen Function fx) find. Setzt man an die Stelle von 
F 


die eben gebildeten Ausdrucke, und ordnet das Reſultat 


fo, daß alle mit einerley Potenz von k“ behafteten Glie— 
der in einer vertical Columne su ſtehen kommen, fo er— 


haͤlt man 
HE x. 
4x. „„ e 


FED K.K. Fk. N LK. k 
„ Fe 
I Nik J R. a EP 


“ eh * 


* * * 


. 4 „ In⸗ 
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Indem man aber in f(x +, x + K ſtatt à ſchreibt 
fo entſteht daraus NR T k ＋ k): da man nun von 
dieſer Function eine andere Entwicklung finden kann 
als die vorige, wenn man bemerkt, daß man auch an⸗ 
nehmen kann, k habe durch die Größe k“ einen Zuwachs 
erhalten, und daß man dadurch fx KE ＋ k)) erhält. 
Um dieſe Veraͤnderung in Rechnung zu bringen, ſo braucht 
man nur k + k' an die Stelle von k in der Reihe 
f(x) + Xk + Xok? + X. K bes 

zu fegen, welche alsdenn 

FGO CXC XGT FR KEK * Xılktk')' + 
wird. 

Entwickelt man die angezeigte Potenzen des Bino⸗ 
miums (K + k 0, und ordnet fie wie oben, fo wird man 


finden 

IT K. 

＋ NIK 1 9 + NK | 

TNF rare K . 
＋ XK | TAX K- | +1oX;,k’ | 

Fran TN“ FısX. K* 


5 + + 


Vergleicht man dies Reſultat mit dem vorigen, fo wird 
man finden, daß die erſte Columne des einen mit der er⸗ 
ſten Columne des andern identiſch iſt; geht man endlich 
zur zweyten Columne, ſo kann man daraus ableiten 


Ku, 


\ 


‘ 
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N. 1 5 FN 
„ 4 
=aX, | *. 5 — 
3 2 
„ 
eu | 3 
e 5 
x‘ = 4X4 X = — 
4 
* n- = Xn An — Kunze 
J n 


Wir werden nicht über dieſer zweyten Columne hin: 
aus 1 weil dieſe Gleichungen hinreichen um X., Xa. 
X. . . zu beſtimmen, wie man ſogleich ſehen wird. 
Nach der Uebereinkunft iſt demnach x, der Coefficient 
von kin der Entwicklung von f(a+k)z; X, iſt von X, eben 
fo abgeleitet, als X, von Y): | 
Stellt man alfo X, durch P.) vor, ſo wird X,’ der 
Coefficient von k in f(x + ) ſeyn. Nennt man dieſen 
letzten Coefficienten Fx) fo erhält man X. ); und 
indem man in der Gleichung = 


Kae 


. 
ES } ö 2 
ſubſtituirt, fo. wird man 
0 77 I“ 
X; Ba finden, 
2 
X,’ iſt von X; abgeleitet, wie es X, von f(x) iſt: folge 


lich wird X,‘ der Seren von k in I _ u ſeyn. 


Nennt 
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Nennt man f(x) den Eoefficienten von k in H), 
ſo hat man 


*. 2 09. 
Dieſer Werth. in 
x, 
Se 3 
ſubſtituirt, giebt 
. 
2.3 
X, ifo von X, eben fo abgeleitet als X, von FT) er 
lich wird X,“ der Coefficient von & in 1 
Fu + 
2.3 


ſeyn. 
Nennt man FC) den Cbeffctenten von k in FH , 
ſo wird man haben 


wird 


*) Ich glaubte nicht den Beweis verlängern zu dürfen, um zu 
beweiſen, daß der Eneffieient von k in der Entwicklung 
. 2 T 
= IE 
fey. Wenn man aber in dieſer Hinficht einigen Zweifel hegen 
wollte, fo wird man leicht ſehen, daß wenn f(x} 8 
FG . fa f F +++: 


wird, ſich uud L in 


DE ILL 
m m m 
verändern wird. Eben fo verhält es ſich auch mit 
F. D, F)) 
1. Theil. K 
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wird dieſer Werth in 
4 


ſubſtituirt, fo findet mann 
2. 
2.3.4 
Man koͤnnte dies direkten unbegrenzt fortſetzen; wenn 
man aber die ſchon gefundenen Reſultate zuſammenſtellt, 
um ihr Geſetz zu entdecken, ſo werden wir ſehen, daß 
nachdem die Coefficienten von k in a eig. Se von 


X. 


1 
KK N N „x 

5 0 5 durch * - 
En + E > 1 F) 

ere * 0 = 18 | 


+ * 


bezeichnet fi find, man vermöge der Hopotheſe haben wird 
2 


woraus man zieht 


und 


denn 


des Differential⸗ und Integralcalculs. 147 
5 8 \ ; 
1 bon 


zieht man Er 


und 


Subſtituirt man nun ſtatt X,; X., X., u. ſ. w. ihre 
Werthe in der Entwicklung von a 
4“ 

le h fen N eee eee 
2 1.3.3 

I) 

a 5 1.2. 3:4 

K 2 Dies 
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Dies iſt der allgemeine Ausdruck der Entwicklung von 
dem Werthe, den eine beliebige Function von x annimmt, 
wenn die Größe x einen Zuwachs k erhalten hat; und 
man ſieht, daß man, um dieſe Entwicklung von verſchie⸗ 
denen befendern Fallen, welche ſich darbieten koͤnnen an⸗ 
zuwendem, bloß die Functionen FCU), Fux), FU). 


— 


von der vorgegebenen abzuleiten wiſſen muß. 


6. 


Wir wollen zum Beyſpiel annehmen, man hätte 
fx) == xx, fo erhält man nach Nr. 3 
FG = NA- ＋ 
Fl — n(n) n- 2 
Flii(x) = n(n—ı) (n—a)xu- 
LING) = n(n 1) (n- a) (n-) A- 4 
wenn man dieſe Werthe in dem Ausdruck von F + 0 
ſubſtituirt, fo wird man haben: 


nxn- x n( n—T)zu-2 
+ 


ren + * > ** 


nen 1) (n—2)xa- 3 5 

er Er N sen kt... 

Die Formel von Newton iſt alſo noch auf eine von der 

Natur des Exponenten n, unabhängige Art bewieſen; denn 

wir haben in den vorhergehenden Unterſuchungen, bloß 

die bepden erſten Glieder dieſer Formel gebraucht, welche 

man wie wir in der Einleitung (Nr. 26) geſehen haben, 
a prieri finden kann. 5 


7. 
N Nun # es möglich. darzuthun, daß die Zudentitzt 
der beyden Entwicklungen von TE + k + 0 die Nr. 5 


gebildet find, vollſtaͤndig iſt, obgleich dieſe Indentitaͤt 
5 nur 
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nur bey den Gliedern, welche mit der erſten Potenz von 
4 behaftet find berſchtigt if. Demnach, wenn man 
* ＋ % ſtatt x in f& + und in ſeiner Entwicklung 
ſetzt, fo erhält man ; 
2. n Hu 
2 


ere ku = Falch + ——— K . 
/ „a a) % 
8 5 „ „% % W 
und dann ferner 
FEE) = —.— 70 4 = . ＋ = K 


DEI) um +0) 
Us, mM 
Aber die Entwicklung von f(x + K % zedneirt ſich auf 
die von fx + K, wenn man I FF) . 
durch die Functionen 
Flux, THAN), fer) a 

erfegt, welche von F) (x) eben fo abſtammen als die 
erſten von f(x), man wird aiſo haben 


FN NH —.—.— x- ＋— —— r + 


gae 


FED) ee) kim +. 
1 . n „„ mn 
Da nun kn durch i 
FC NE 
1.2 n 7 
„ multi⸗ 


) Man muß nicht vergeſſen, daß die Exponenten des Buch⸗ 
ſtaben 7 die Anzahl des Aeccente bezeichnet, welche biefer - 
Buchſtabe haben muͤßte, um Be daher von den Exponenten 
der Potenzen zu unterſcheiden, fo hat man fie in en Has 
kentheſe eingeſchloſſen. 
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multiplieirt iſt, ſo folgt daraus, daß das Product ku km 
zum Coefficienten in der letzten Entwicklung, 
i Ffetn) x) 
i 1 n X 1.2 mn 
Hat. 
Aber die Subſtitution von k a: k’ an die Stelle von k 
giebt 
forte I + in > G EK 


+ —— e 
und das Product ka k/m, welches zu der Entwicklung von 
(k T K horm gehört, wird zum Coefficienten in dieſer 
Entwicklung, f 
N (nm Deere 
haben, ferne! wird es durch 
en 
"(nt 
multiplicirt ſeyn, ein bete welcher zu (k + 5 
gehoͤrt; man wird alſo finden 
(n+m) (n Tm 1) (nt) e 
TT 1 n 
oder wenn man reducirt a 
\ ‚Farn)(x) 5 
1. 2. NI. em 
das heißt, das nemliche wie vorhin. 
Wir koͤnnen alſo aus dem Vorhergehenden ſchließen, 
daß man f(x+ k) immer auf eine Reihe von der Form 
i X. ＋ XK rt... 
seduciten fann, wenn men nur den Coefficienten von der 
erſten Potenz von k zu finden weiß, welche Sagerton es 


uch ſe 
auch ſey. E 
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8. i 
Dieſe Art die Coefficienten den Potenzen von k 
zu finden, indem man ſie ſucceſſive von einander ableitet, 
iſt an ſich felbſt einfacher als ſie es beym erſten Anblick 
ſcheint; denn wenn ſie auf der einen Seite erfordert, daß 
man eine Menge verſchiedener Functionen zu entwickeln 
wiſſe, ſo ſchraͤnkt ſie auf der andern Seite, dieſe Opera⸗ 
tion wieder darauf ein, nur das zweyte Glied von jeder 
unter ihnen zu finden; fie führt uͤberdem zu einen Calcul, 
welche zur Aufloͤſung folder Aufgaben dient, die die Kraft 
der gewöhnlichen Algebra uͤberſieigen. Ob wir gleich jetzt 
die Natur dieſer Aufgaben nicht angeben koͤnnen, ſo iſt 
es doch leicht zu ſehen, daß der Calcul von dem wir 
ſprechen, geſchickt ſeyn muß die Relation einer neuen Art 
zwiſchen den Functionen und den Größen von welchen fie 
abhängen auszudrucken; denn wer auch nur wenig über 
das analytiſche Verfahren nachgedacht hat, wird doch ber 
merkt haben, daß jede im Calcul eingefuͤhrte Operation, 
zu neuen ihm eignen Relationen Anlaß giebt: ſo giebt 
die Addition Aglaß zu Summen und Differenzen; Mul⸗ 
tiplication zu Producte und Quotienten, Potenzen und 
Wurzeln; endlich fuͤhrt die Betrachtung der Abhangigkeit, 
welche zwiſchen den Potenzen von einerley Groͤße mit 
ihren Exponenten ſtatt findet, zu den Logarſthmen. 5 
K 4 Die 


> Dieſe Zuſammenſtellungen find in einem Kapitel von Eulers 
Algebra entwickelt, folgender Auszug ſoll für diejenigen ſeyn/ 
welche Eulers Algebra ficht kennen. 


Wenn man die Weithin welche zwiſchen den verfchiedes 
nen Gliedern einer Operation ſtatt finden, durch eine Glei, 
gung 
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Die ſucceſſive Ableitung der Functionen filx), 
ER x), en: die ſich von der vorgegebenen Function 


F. 


chung ausdrückt, fo entſtehen aus dieſen Gliedern ſuceeſſive 
alle Operationen der gemeinen Algebra. 


Es ſeyn a und b zwey Sroͤßen, die zuſammenaddirt werden 
ſollen, und c ſey ihre Summe, fo hat man a + be c; 
wenn man aus dieſer Gleichung den Werth von a oder b zie⸗ 
hen wiſt, fo findet man 

. ; 4 2 „ b 
5 bee c — 4 
Wenn eine von den Groͤßen a oder b die Groͤße c übertrift, fo 
wird das Mefultat alsdenn eine negative Größe. Aus der 
wiederholten Addition einer Größe zu ſich ſelbſt, entſteht die 
Multiplication: a bedeute den Multiplicator, b den Multi⸗ 
plicandus, und c das Product, fo hat man ab = c woraus 
man zieht 


b 8 — 


\ b= 


hieraus entſtehen die Brüche. 

Die wiederholte Multiplication, einer Große zu ſich ſelbſt, 
bringt die Potenzen dieſer Größe hervor; drückt man durch b 
die Zahl aus, wie oft a in der Potenz, welche man betrach⸗ 
tet als Factor vorkömmt, fo hat man abe. Dieſe Glei⸗ 
chung iſt von der vorhergehenden weſentlich darin unterſchieden, 
daß a und b nicht beyde auf die nemliche Art in der Gleichung 
hineinkommen; woraus folgt, daß die Frage in Beziehung auf 
der einen nicht in Beziehung auf der andern umgekehrt werden 
kann. In der That, wenn man a ſucht, ſo reicht eine bloße 
Wurzelausziehung hin um a zu beſtimmen, und die Operation 
veranlaßt eine neue Art von Functionen, nemlich die irratios 


nalen; aber die Beſtimmung von b hängt von den e 
men ab. 


8 0 ale 
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5 durch eine Reihe Operationen herleiten laſſen, die 
von der, von welcher wir eben geſprochen haben durchaus 
verſchieden find, kann alſo als ein neuer Zweig der Ana⸗ 
lyſis angeſehen werden, und fie bietet folgende zwey all⸗ 
gemeine Aufgaben dar. 

1) Von der erzeugenden Function zu Ren 
abgeleiteten übergeben. 
2) Bon einer beliebigen abgeleiteten Func⸗ 
tion, wieder zu der erzeugenden zuruͤckgehen; 
die erſte iſt der Gegenſtand des Differentialcalculs, 
und die zweyte gehoͤrt zum Integ ralcalcul. 


Von jetzt an, kann man ſich von den beyden Calculs eine 
klare und von den unbeſtimmten und paradoxen Begriffe 
des Unendlichen, unabhängige Idee machen. Alles redu⸗ 
eirt darauf, eine Function, die nach den Potenzen des 
Zuwachſes der veraͤnderlichen Große von welcher fie ab⸗ 
hängt, in einer Reihe entwickelt iſt, zu denken, und die 
Coeffleienten von dieſen Potenzen zu betrachten, welche 
ſelbſt neue wichtige Functionen und ſo zu ſagen, der Aus⸗ 
druck der erſten find. Dies iſt der analytiſche Urſprung, 
welchen Lagrange dem Differentialcaleul giebt: ob wir 
gleich bis jetzt bloß Functionen von einer veraͤnderlichen 
Groͤße betrachtet haben, ſo fuͤhlt man wohl, daßles eine Ord⸗ 
nung von analogen Dingen fuͤr diejenige Functionen ge⸗ 
ben muß, welche von einer beliebigen Anzahl von veraͤn⸗ 
derlichen Größen abhängen, und wir werden dieſe erklaͤ⸗ 
ren, wenn wir erſt die Zeichen, welche man im Diffe⸗ 
rentialcalecul anwendet, haben kennen gelehrt; Zeichen, 
woraus man den Geſichtspunct erkennen kann, unter 
welchem dieſer Calcul von ſeinen Erfinder betrachtet wurde, 
und woher derſelbe feine Benennung erhalten hat. 


K 8 Von 
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9. 
Von der Differentiirung der Functionen von einer 
veränderlichen Größe i 
Wenn man von /(x-+K, f(x) abzieht, fo erhaͤlt man a 


fig ar 3 
FG TK TK T x K Tu.ſ w. 


k ＋ 
1 


Da nun f(&+b — f(s) 7 8555 der unterſchied zwiſchen 


dem urſpruͤnglichen Zuſtand der Function Az) und demjes 
nigen iſt, welcher aus der mit x vorgenommenen Veraͤn⸗ 


derung entſteht: fo iſt die zweyte Hälfte der vorſtehenden 


Gleichung die Entwicklung dieſes Unterſchiedes nach den 
Potenzen von k geordnet, und man bemerkt, daß es hin⸗ 
reicht davon das erſte Glied zu kennen, um f’(x) zu fin⸗ 
den. Dies erſte Glied, welches nur ein Theil des Un: 
terſchiedes iſt, wollen wir Differential nennen, und es 
durch d /e) bezeichnen; wir haben alſo dF = 
und zugleich 

F . 

ein Reſultat, welches uns 5 wie 79) noch auf eine 
neue Art ausgedruckt werden kann, man dividirt nemlich 


das Differential der gegebenen Function, oder welches 


das nemliche iſt, das erſte Glied von der Differenz zwi⸗ 
ſchen den aufeinander folgenden Werthen dieſer Function 


durch den Zuwachs. 


Es iſt leicht zu ſehen, daß durch dieſe Diviſion k in. 
dem Werthe von fix) verſchwindet, in welchem es nicht 


mit hineinkommen darf, ſo daß man dieſen Zuwachs vor⸗ 
ſtellen kann, wie man will. um Gleichfoͤrmigkeit in den 


Zeichen einzuführen ı und von dem Ausdruck 
m. 


einen 
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einen allgemeinen Typus zu machen, welcher bey jeden 

beliebigen Buchſtaben gebraucht werden kann, wodurch 

man die veraͤnderliche Groͤße dorſtellt von der die vorgege⸗ 

bene Function abhängt, fo wollen wir dx ſtatt k f&rei: 

ben; das heißt, wenn angenommen wird x veraͤndere 

ih in x dx, daß man daraus erhalten wird 
ro = 


Indem man der sage Größe. x den Buchſtaben 
d beyfuͤgt, zeigt man dadurch ihren Wachsthum durch 
ein Zeichen an, welches den Urſprung des Wachsthums 
erkennen läßt, und daher weniger willkuͤhrlich iſt als k. 
Wenn man £ 


+ hätte, fo würde man ſogleich erkennen, daß dieſer Aus⸗ 
druck in Beziehung auf die Funetion Fly) das nemliche 


iſt als 

d 

dx 
in Besiehung auf f(x), und daß dy der Hypothetiſche Zu: 
wachs von y ift. 

Es folgt aus dieſer Uebereinkunft, daß man, um 
das Differential df(x) zu finden, x + dx ftatt x 
in f(x) ſchreiben, und alsdann fix + dx) entwi⸗ 
ckeln muß, indem man ſich auf die Glieder ein— 
ſchraͤnkt, welche mit der erſten Potenz von dx 
behaftet find, und endlich f(x) vom Refultat 
abzieht. 

Man wird bemerken, daß dx arch nichts anders als 
ein Zeichen, welches den Weg vorzuzeichnen dient, den man 
befolgt hat, um zu dem Ausdruck von Fg) zu gelangen, 
und um zu erinnern, daß man nichts als das erſte Glied 


vor 


9 
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von der Entwicklung der angezeigten Differenz betrachtet 
hat; denn uͤbrigens abſtrahirt man immer von dem 
Werth des Zuwachſes den es vorſtellt. 

Dies vorausgeſetzt, fo heißt eine Größe differen⸗ 
tiiren, fo viel als ihr Differential ſuchen und die Ope⸗ 
ration durch welche man dies bewerkſtelligt, wird Diff e⸗ 
rentiirung genannt. 

: 10. 

Die Bezeichnung, welche wir oben gebraucht haben, 
um F 8) votzuſtellen, kann auch auf eine analytiſche Art 
auf die Functionen CH), Fx), FC .., angewendet 
werden. In der That, es folgt aus der Erzeugung die⸗ 
‚fer Functionen (Nr. 5) daß \ 

FG T S +f% 0 +. 
FR + F TFH R. N 
Fe T F T 155 
woraus man zieht 
TAK + — A = lx T.. 
I par) LO S fich. 
He — FU S fick N. 
ſubſtitutirt man dx für k, fo erhalt man 
Fat) fo) = d T. 
f ＋ dx) fa fd. 

file + dd fiche fiche N 
da man nun, nach der Definition, welche wir vorhin 
vom Differential einer Function gegeben haben, leicht 
ſehen wird, daß 

f dx di 005 
Fita = d > 
F ) 
2 5 15 


* 
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ſo wird man haben 


hun dx) 
17 225 


eo 


| 
ehren 


8 5 
Lee 


woraus folgt, daß man jede der Functionen 

„ , EDEL 
von dem Differential der ihr Weihe gehtnben ableiten 
Fann. 


man ſtatt TI) Meinen Werth 
1023) 
dx 
in dem von FU) fubftituiet, fo wird man finden 


fa) = 27 


Faͤhrt man auf dieſe Art Schritt vor Schritt fort, ſo wird 
man dadurch unmittelbar alle abgeleitete Functionen, auf 
der urſpruͤnglichen Function beziehen können; man fiehe 
aber wohl, wie zuſammengeſetzt die Bezeichnung wird, 
ob wir gleich erſt bey der zweyten dieſer Functionen ſind. 


Um dieſe Bezeichnung zu vereinfachen, fo beobachten 
wir daß da der Zuwachs dx als unveraͤnderlich angefes 
hen wird, ſich / (dx in Vr + dx) dx verändert, wenn 
*, * + dx wird, und daß man hat 

f% + dx)dx — V dx eber — AS, dx c 

pe F 
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dx .. 0 
man wird 05 finden, daß bey den nemlichen Umftänden 
NY dx | 
uses f 


geben ’ 5 
LY + dr) — fd = f dx T. 
L dx) -d = dir + 


Es folgt hieraus daß 
F )dx = dA dx 
Fi dx d fd 
F dx = d pr 
wenn man aber in der erſten Gleichung fr Ada ſei⸗ 
nen Werth / (x), fo wird man finden 5 
Fd = dd) 
oder um abzukuͤrzen, = / (K), und eben fo werden die 
folgenden 
Fil dx = dddfa) = d 
FOdx⸗ = ddddy(x) = dA 


* 


Dieſe letztern geben ſehr einfache Ausdruͤcke fuͤr die ab⸗ 
geleitete Functionen; denn man zieht daraus 
F- 


) Wenn man die Ausdrücke dx”, dx’, dx. . . antrift, 
ſo muß man ſich erinnern, daß ſie das Quadrat, den Cu⸗ 
bus, und überhaupt die Potenzen des Zuwachſes dx ber 
zeichnen. 
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I e A 126) | 


ee 

. dx‘ 2 

Fx) = en 

FC — 408 
8 dx“ 

SS 0 == 1) 


Wenn man den gegenwärtigen Ausdruck von f’x) mit 
der vorhin gefundenen vergleicht, ſo ſucht man daß die 
Formeln 
f 12, 
ae)! 
als gleichbedeutend dünefehgh werden 5 und eben 
fo verhält es ſich mit 


Fi 
3 * 9 47. 


dx TR 
und überhaupt mit 
=, 
— dend er 
dxmæn 2 


11% 
Jetzt folgen die Benennungen, welche aus dem Vor⸗ 
hergehenden entſpringen: 
d /) iſt das erſte Differential, oder bloß Diferentit 
von f@@); 
4’/(x) 
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d° f(x) welches das Differential von dieſem Differential 
iſt, heißt zweytes Differential; 
a’ ra) heißt das dritte Differential 
/ () das vierte Differential 
u. f. w. 
Die Functionen 
2? fa) 


Fc) 5 
gras! 


* 


eder die gleichbedeutende Ausdrucke 
ar 
dx 


ſollen mit dem Nahmen Differential; Coefficienten bezeich⸗ 

net werden, und wir wollen ſie von einander durch die Zahl 

der Differentiirungen unterſcheiden, welche fie erfordern: 

40 

dx’ 

zum Beyſpiel, welches vom dritten Differential herkoͤmmt, 

wird der Differential⸗Coeffieient von der dritten Ord⸗ 
nung ſeyn. 


1 


11. 


/ 
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. 1 
Wenn man in der Entwicklung von fx + k) ſtatt 
FO, FH, Fl), ... ihre Ausdruͤcke vermoͤge der 
eben erklaͤrten Bezeichnung, ſetzt, fo wird man finden 
a, , Ed, _ELD 


ee U WE 
ER, x 8 5 1. ad 925 1.253. dx 5 
553 


1 A 3. 4 d 
Man ſtelle der Kürze wegen, die Function Tex) durch den. 
einzigen Buchſtaben u vor, fo werden ihre ſucceſſiven Dif- 
ferentiale durch du, d’u, d'u, .. „ und die correſpondi⸗ 
renden Differential» Evefficienten durch \ 
du du du du 
dx dx du de 
ausgedrückt feyn, und wenn aus *, * ＋ k wird, fo 
wird 3 u in 
* 8 Ka 3 d’u 3 
= 3 3 5 
du 
1283 3,4% dx* 


2 2 


Be 7, = 


a 
verändern.’ 

Diefe Formel, welche in gewiſſer Ruͤckſicht zum Fun⸗ 
dament des Differentlalcalculs dient, und auf welcher 
beynahe ganz die Theorie der Reihen beruht, iſt unter 
dem Nahmen des Tayloriſchen Lehrſatzes bekannt, weil 
man dieſem englaͤndiſchen Geometer die deckung davon 
verdankt. 

Man nehme ſich in Acht den Zuwachs k mit dx zu 
ein: der erſtere drückt die Vermehrung aus, die 
man x zuſchreibt und welcher man einen beſtimmten Werth 
beylegt; der zweyte aber, wir wiederholen es noch einmal, 

I. Theil. e kommt, 
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kommt nut in den vorhergehenden Ausdruͤcken als ein in⸗ 
dicatives Zeichen der Operation vor, durch welche man 
die Functionen 

du d' u 

dx’ dx? 
von der urſpruͤnglichen Function ableitet, und wenn diefe 
Operationen verrichtet iſt, ſo verſchwindet es ganz aus 
dem Reſultat. 

Die folgenden Regeln und Veyſpiele der Differentis 
sung werden das vorhin geſagte noch mehr aufklaͤren, 
und man wird auf das augenſcheinlichſte einſehen, daß 
man ſich in den Differential- Calcuf niemals mit wuͤrk⸗ 
lichen Zunahmen beſchaͤftigt, ſondern bloß mit Funetio⸗ 
nen die aus der Entwicklung der Differenz zwiſchen zwey 
ſucceſſiven Zuftänden einer vorgegebenen Function ent⸗ 


ſtehen. 


13. 
Schreibt man x + dx ſtatt x in der Function vv, 
ſo kommt heraus . 
: FF 
wo man, wenn z= abgezogen wird, nua dx zum Diffe⸗ 
rential Be Function findet; man wird alfo haben 
d. xn =.nxn-1dx: 
der ponct, welcher den Buchſtaben d von der vorge— 
gebenen Function x® trennt, verhuͤtet, daß man den 
Ausdruck d. xn mit dan verwechſelt, das letztere zeigt die 
ante Potenz von dx vor, wie es die Seite 158 ſtehende Anz 
merkung 5 | ; 


Der durch — — vorgeſtellten Differential s Eoefficient 
der erſten Ordnung, wird nxu- 2 


U 


Da 
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. 

Da es ſehr oft noͤthig iſt, ſich das vorſtehenden Ste 

Reſultat zu erinnern, ſo habe ich es in folgender Regel 
uͤberſetzt: 

Um eine beliebige Potenz einer veränder⸗ 
lichen Große zu differentiren, fo muß man fie 
durch ihren Exponenten multipliciren; dann 
dieſen Exponenten um eine Einheit vermin 
dern, und das Reſultat durch das Differential 
der veränderlichen Größe multipliciren. 

Man ſieht, daß wenn man die letzte Multiplreation 
unterläßt, fo wird man unmittelbar den 3 
ficienten bilden. 

Wenn die vorgegebene Function axn wäre, fo ihr 
man, nach der nemlichen Operation wie zuvor, finden 

d. axn == naxn-ı dx] 
d. axn 9 
a = naxn-1 

Es folgt hieraus, daß, wenn die Factoren n und dx 
im erſten Differential nu- x dx als. beftändig angeſehen 
werden, es hinlaͤnglich iſt um das zweyte Differential zu 
erhalten, daß man xu-x differentiirt und das Reſultat 
mit nd, x multiplicirt; aber 

d. xn == (n I) xn A dx; 
man wird alſo haben 
d xn = n(n—r)xu-2dx® 
Man findet auf eine aͤhnliche Art 
d’xa = nn -I) (n al- à dx? 
dan = n(n—ı) (n—2) (n 3x A dx” 
— u. ſ. w. 
und die Eoefficienten werden folgende Werthe haben 


8 2 d. xn 
E — 


dx 
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d. xn 8 1 
. nx T N 


dx“ 

d'xn 

dx? 

d’x» 

dx* 

man hätte fie auch ſucceſſive von einander 80 die wie⸗ 
derholte Subſtitution von x + dx an der Stelle von x 
herleiten koͤnnen, fo wie man es mit der Subſtitution von 


x+ k (Nr. 3) gemacht hat. 


Man wird ohne Muͤhe bemerken, daß in den Fall, 
wo der Exponent n eine ganze poſitive Zahl iſt, die Func⸗ 
tion wirklich eine begrenzte Anzahl von Differentialen hat 
wovon das hoͤchſte 

dn, xn = n(n—I) (n- 2) . . 2. 1. dn 
iſt; ein Ausdruck, welcher keiner Differentirung mehr faͤ⸗ 
hig ift, weil er keine veraͤnderliche Großen enthalt: man 
wird alſo fuͤr den letzten Differential-Coefficienten 
dn. xn 
5 n(n—1) (n-2)...1ı 
haben das heißt eine beſtaͤndige Groͤße. 


Das Differential von 
Axa + Bad + Ce +... 
erhält man, wenn man das Differential von jedem ein⸗ 
zelnen Gliede nimmt, woraus dieſe Function beſteht, man 
erhaͤlt alsdenn zum Reſultat 
alu x dx + bBb-1 dx ＋ ee dx * 8 


4 
dx 8 
d' xn f 
nn) - f 0 
1 * 8 3 
= n(n—ı) (n—a)x0-3 | 


= n(n-I) (n—2) 3 


1 
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14. 
Ganz allgemein, wenn man mehrere Functionen von 
x hat, die durch Addition oder Subtraction verbunden 
find, wie die folgenden u + y — W, fo wird das Diffe⸗ 
tentiof vom Tatalausdruck du 4 dy — dw ſeyn; das 
heißt, man erhält das Differential, wenn man es von 
jedem einzelnen Gliede nimmt, mit dem Zeichen, womit 
dies Glied behaftet iſt. In der That, vermoͤge dem was 
wir bis jetzt geſehen haben, muß die Subſtitution von 
* + dx ſtatt k 2 
8 ul in u ＋ pk 4 
ve V ＋ dx: . . 
. wid #2.) 
verwandeln, und folglich md aus N 
u+rv—-w,urv- w + en, 
moraus man, wenn man die vorgegebene Function 1 
pdx + ad — rdæx +... 
zieht. Aber pdx, qdx, rdx find die eigentliche Differentiale N 
von jeder der Functionen u, v, w,. us iſt ge Regel 
bewieſen. 


15. 

Ob es gleich beynahe 5 iſt, daß zwe 
gleiche Functionen gleiche D ifferentialen haben muͤſſen, 
ſo glaube ich doch vorher in dieſer Ruͤckſicht etwas in 
nigen Detail gehen zu muͤſſen damit kein Zweifel uͤber 
ein Princip, welches in dev, Folge oft vorkommen 
wird, uͤbrig bleibe. 5 

Wenn zwey Functionen unter ſich gleich ſind, wel⸗ 
ches auch der Werth der veränderlihen Größen von wel 
cher fie abhängen ſeyn mag, fo muͤſſen auch ihre Entwick⸗ 
lungen, die in Beziehung auf die Potenzen dieſer veraͤn⸗ 

L 3 ö der⸗ 
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derlichen Größe oder ihres Zuwachſes geordnet find, iden⸗ 
tiſch ſeyn, damit nicht, wenn man ſie gleich ſetzt, irgend 
eine Gleichung entſteht, welche eine oder die andere der 
in redeſtehenden Groͤßen beſtimmen koͤnnen; wenn man 
alfe u = v hat, fo muß man, nach der Subſtitution von 
* + dx ſtatt x und nach der Entwicklung haben 

u ＋ pdx E.. V ＋ dd 

was auch dx ſey: folglich iſt 

\ pdx = dx 
das heißt du = dr. 

Das Umgekehrte dieſes Satzes iſt nicht allgemein 
wahr, und man wuͤrde Unrecht haben, wenn man be⸗ 
haupten wollte, daß zwey gleiche Differenciale zu gleichen 
Functionen gehoͤren muͤßten. In der That, wenn man 
hätte a + bx, und man ſubſtituirte x + dx, fo wuͤrde 
man a + bx + bix erhalten, hievon a + bx abgezogen, 
giebt bdx; ein Refultat in welchem keine Spur von der bes 
“Ständigen Größe a zuruͤck bleibt. Das Differential bax 
‚gehört daher eben fo wohl zu a ＋ bx als zu ba, und 
es kommt ganz allgemein allen verſchiedenen Fällen zu, wel: 
che die Function a + bx vorſtellt, wenn man a alle mög⸗ 
liche Werehe giebt. Man ſieht hieraus leicht, daß bey 
der Differentiirung einer beliebigen Function, alle beftäns 
dige Groͤßen die nur durch Addition oder Subtraction 
mit einander verbunden ſind, verſchwinden: was aber 
diejenige beftändige Größen betrifft, welche durch Multi⸗ 
plication oder Diviſion verbunden find, fo bleiben fie 

immer als Coefficienten oder als Diviſores. 


16. 


Wir gehen jetzt zu dem Product zweyer Functionen 
u und » uber; weil ſich u in u + pdix ... und 
in 


LH 
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in v ＋ d ‚verändert, fo wird das Product ur 
werden 


uv ＋ uꝗdæ 4 
f +vpdx #i 
ſubtrahirt man die urſpruͤngliche enden uv, fo bleibe 
zum Differential f N 
ugdx upd x 
übrig; aber qax und pdx find gleichbedeutend mit dr 
und mit du folglich iſt 
d. uv = udy + vdu 
Ich habe nur die beyden erſten Glieder der Anreise 
lungen von u und von » genommen, weil die folgenden, 
bloß e höhere Potenzen von dx enthalten, als die erſte, 
ähnliche Potenz im Product wuͤrde gegeben haben, und 
welche man in dem Differential vermöge feiner Definition 
nicht haͤtte zulaſſen koͤnnen. Es iſt noͤthig, dieſe Bemer⸗ 
kung wohl zu faſſen; denn in allen folgenden werden wir 
aus dem nemlichen Grunde, nur auf die beyden erſten 
Glieder u + pdx Rang nehmen. 
Die Formel 
d. uv = ud + ydu 
lehrt uns, daß man, um das Differential vom 
Product zweyer Functionen zu haben, jede von 
ihnen wit dem Differential der andern multi⸗ 
pliciren, und die beyden Reſultate addiren 


muß. 


Wenn man die beyden Theile der Gleichung 
5 d. uv =udvr + vdu 
durch die urſpruͤngliche Function uv dividirt, fo wird 
man finden i 


L 4 i wel⸗ 
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welches uns leicht zu dem Ausdruck des Differentials von 
einem Product führen wird, das aus fo viel Factoren zus 
ſammengeſetzt iſt, als man will. Wir wollen zu dieſem 

A annehmen, e8,feyv = ts, fo erhält man 
dv _d.ts dt ds, 


’ — — — — 


und folglich 


uts 55 u t 58 
man wird wird auf die nemliche Art finden, ir 
„ds utst io... du dt ds 
uts r 1 ar er * 
Dieſe Regel giebt unmittelbar das Differential von *, 
denn man hat 


e dx d d 
= —— ae 2 ＋ 8 ＋ e 


xn. TER 

da nun die Anzahl der Facteren in der erſten. Haͤlftez 
n iſt, fo wird die zweyte Hälfte aus einer eben ſo großen 
Anzahl von gleichen Ae zuſammengeſetzt ſeyn, und 


es wird fi folglich auf — — teduciten; man erhält alfo 


d. xn 05 
* X 


und zieht daraus leicht 


„i nn een 


Wenn man in der Gleichung 5 
d. uts du dt ds 
S s 


die Nenner fortbringt, fo wird man finden 

\ d.uts = tsdu - usdt + utds, 

und man fieht leicht, daß, bey jeder beliebigen An⸗ 

van! von Facts ren, das Differential ihres 
5 Pros 


2 * 
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duets der Sum me der Producte aus dem Dif⸗ 
ferential jedes Factoren durch alle übrige 
multipliciet, gleich ſeyn wird. 


17. 


Es ſey der Bruch — = = fireist man fo uv- , ſo 


nimmt er die Form 5 BE Bir und man hat 
auf der Stelle 
d. uv = udvr! + Wr du. a 
Man leitet alsdenn den Werth von d,vrz von dem aͤll⸗ 
gemeinen Fall ö 
= dyn = nv dy 
ab, welches giebt a 
N dy = — v2dv , 
und indem man dieſen Werth in dem Ausdruck von 
d. uv ſubſiituirt, findet man 
d.uyrX = — uur dy + » du; 
ein Reſultat, welches auch auf folgende Art geſchrieben 
werden kann, N 
u du udv vdu — udr 
d. — = 2 . 
8 V v V ER V 
Seine Ueberſetzung lehrt uns, daß man, um das Dif⸗ 
ferential eines Bruchs zu finden, den Renner durch 
das Differential des Zählers multipliciten, 
von dieſem das Product aus dem Zaͤhler in 
dem Differential des Nenners abziehen, und 
das Ganze durch das e des Nenners di⸗ 
vidiren muß 


Man kann auch directe das Differential von — fin⸗ 
V * 


5 s den, 
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I 


den, wenn man = t macht, denn alsdann hat man 


u St; und nach dem Vorhergehenden 
5 = du vdt + tiv; 
nimmt man den Werth von de und ſubſtituirt ſtatt t den 


Veuch zer ſo wird man wie vorhin, 


haben. 


Ich gebe noch folgenden Beweis 
u veraͤndere ſich in u + pdz +; 
v 1 ſich in v * 2 X 


ſo wird — — ſich in 


re au pdx uqd x 
e 7 3 Y v e 
verändern; fai 
. * 
3 d 8 — Bir 2 r 
2 * v v 


ſetzt man wie (Nr. 16) für pax feinen Werth du und füt 


ꝗdx feinen Werth dv ſo iſt 
u du udv vdu — udr 


Es ſey ganz allgemein ein Bruch 
* 5 4 St. Uu. * 
deſſen Zaͤhler und Nenner 81885 eine beliebige Anzahl Fac⸗ 
toren enthalte; fo wird man, wenn er durch V vorgeſtellt 
wird, . 
i rstu 
ris!t/ u.. 
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Nen 
„ V 
sti u“. } 
haben, und kibri: man den Nenner fortbringt, wird 
man finden g 
TT 
aber vermöge der vorhergehenden Rummer, hat man 


d. rstu dr ds, dt du 5 
. E, 


1 


rstu x 8 t 
d. Vr's/t/ u“... dy dr“ . dt“ du 
r's a 17 t⸗ u. Per 

alfo - | 

dr ds dt du x 

2 we 5% + I — = 

d V dr’ ds’ dt“ du“ 

7 ͤ ] ᷣ ( 


und folglich 


8 t u 
dr’ ds dt! du‘ 7 
5 "ar t/ RER J 


Jetzt wird es leicht ſeyn aus dieſem Reſultat das Diff⸗ 
rential des „ Bruchs zu ziehen. 


18. 


Die eben gegebenen Regeln ſind hinreichend das Dif⸗ 
ferential jeder beliebigen algebraiſchen Function zu finden. 
Um fie leichter in dem Gedaͤchtniß einzuprägen, fo iſt es 
gut, zu beobachten, daß fie ſich auf drey reduciren, wel⸗ 
che in den hier beygefuͤgten Formeln enthalten ſind, 

d. * = pu- A dx (Nr. 13) 
ddu u - ) = du dy — dw (Nr. 14) 
dluy) = udy + vdu (Nr. 16) 


172 Erſtes Kapitel. 


Da es nöthig iſt ſich mit der Anwendung dieſer Regeln 
vertraut zu machen, ſo will ich hier einige Beyſpiele ge⸗ 
ben bey welchen ſich der Leſer uͤben kann. 5 


19. 
Es ſey 1) 
’ u 2 2 + byx — = 
nimmt man das Differential von jedem befondern Gliede 
dieſer Function, fo verſchwindet das erſte weil es beſtaͤn⸗ 


dig iſt; das zweyte giebt, wenn es unter der Form bus 
geſetzt wird, nach Anwendung der erſten Regel der voris 
gen Rummer, a 


! 


bx ig 


om 


oder 
bdx 


3 
das dritte Glied — 8 iſt eben fo viel als — ex-z, und 


man zieht folglich nie, 
— „ XA dx oder ex-2dx 


oder endlich 


cdx 
x? 


Vereinigt man die 28 en fo wird man finden 


du 2 —— =) N 
3 = r, 
und den Differential⸗Coefficienten 
du 5 0 
3 un 
X vs * 
\ 2) 
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b er IR 
V 
N XVX 


ſchreibt man dieſe Function wie folgt: 
u 2 2 4. 1 e + ex”2 
fo wird die Anwendung der erſten Regel geben 
du zb dx (INT ex 3 dx — 2ek-3 dx. 
Redueirt man die Nummeriſchen Coefficienten und 
bringt die mit negativen Exponenten behafteten Glieder 
im Nenner, fo koͤmmt heraus 


bdx cdx N 
du c — 1 3, 7 28273 dx 
s x3 x3 


— 2bdx 4cdx zedx t 


3x Vx⸗ 351 
Dieſe Beyſpiele enthalten nur Monomen und man kann 
auf jedes ihrer Glieder unmittelbar die vorhin feſtgeſetz⸗ 
ten Regeln anwenden; wenn aber dieſer Umſtand nicht 
ſtatt findet, fo transformirt man die vorgegebene Function 
dergeſtallt, daß in ihr nichts als Monomen zu differentii⸗ 
ren ſind. ö 

3) u (aA ＋ bm)n: 
man macht a bm = 2; fo ändert fih die vorgege⸗ 
bene Function in 2u, deren Differential 


n zu dz; 
aber indem man 
0 a ＋ bm = 2 
differentirt, wird man auch haben 
mbxm- I dx == dz; 5 


ſetzt man für 2 und für dz ihre Werthe in x und in dx, 


ſo koͤmmt heraus R 
82 du 
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du = nmbxm- (a 4. bxm u- dx, 


4) ur Var bu cr 
man macht 

ſo entſteht daxahs 
bdx + acadx = d und Vae+bs4 + cx cr = V 

aber 


+ bx ＋ cx® 2 . 


? dz 
d. 2 Pers, alfo 
bdx + 2cxdx 


du = a 
2Va+bx +cx* 


—— 


„. V e 


man macht 


2 5 
Vc ) 2 
welches fuͤr die vorgegebene Function geben wird 


4 5 . 8 
F 25 = (a- y ＋ 2); aber 
a. @-y+2'= say +t 281 (— dy d 


— 3d dz 
— . — ar „ferner 


| re 1 ＋ 
i b bd x 
dz d. (e N) e A N = adx == 
— Axdx 


8 3 — 
0 vg We 
ſubſtituirt man ſowohl dieſe Werthe als auch die von y 


und 2, fo findet man 
Pn 
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AZbdx Axdx 
VX 3 
Ve x 
du = TER EL * 


C 
4 e 


60 u x(a? ＋ x?) Var — K* 2 


wenn man bey dieſem Beyſpiel die Regel von Nr. 16 


anwendet, ſo findet man 
due Ha- + x — d + [x Va] fa’ 4) 
＋ Ua * d. Va — x5 „ 
die angezeigte Differentiationen verrichtet, We 
du=da@a EN) X . ax dx Ya? — 2 — 
x’dx(a” 3, 
ve. 
und indem man reducirt 
(a“ + ax! — 4x dx 
Var 


Be 


du a 


70 pen 


die (Rr. 17) gegebene Regel die Brüche zu biferentiren, 
fuͤhrt ſogleich auf 


du 


(a T * +)’ 
woraus man zieht 
— axdx(2a? + 2a?x? — x*) 
du = mem: R 
(a* + a?x* + * 
In den vorhin gegebenen Beyſpielen haben wir bloß 
das erſte Differential geſucht; man ſieht aber, daß, wenn 
man auf den verſchiedenen Reſultaten die Regeln der 


(a TaN-EN ) d. (a: -a x) d. (a Ta- — 
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Differentiieung anwendet, welche ihrer Form zukommen, 
man das zweyte Differential und ſueceſſive alle Differen⸗ 
tiale von hoͤhern Ordnungen finden wird. Man kann 
auch aus dem Vorhergehenden ſchließen, daß alle Diffe— 
rentiale einer algebraiſchen Function an ſich ſelbſt wieder 
algebraiſche Functionen ſind; denn man braucht um zu 
denſelben zu gelangen, nur eine begrenzte Anzahl alges 
braiſche N vorzunehmen. f 


h 20. 


Nach den algebraiſchen Functionen kommen die tranſ⸗ 
cendenten Functionen; wir werden uns hier bloß mit den⸗ 
jenigen beſchaͤftigen, welche in der Einleitung abgehandelt 
ſind, und werden bey den logarithmiſchen Functionen an⸗ 
fangen, weil ſie Fertigkeit in der Differentiation der Ex⸗ 
ponential: Zunctionen verſchaffen. 

Es ſey 1) u lx, 
ſubſtituirt man x + dx, fo findet man 


f l 
IX dx) IX - 101 bu ut 


8 (Einleitung Nr. 26) man wird 15 haben 
7 
(* ＋ dx) — lx mim. 2 7 
und folglich | 
d. IX 3 
x 
das heißt, das Differential des Logarithmen iſt 
gleich dem Produete aus dem Model in das 
Differential der Größe, dividirt durch die 
Geöße ſelbſt. 
Bey den Neperſchen e ee deren Model 1 ih 
hat man 


GER 
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d. 1* == en 

j x 

Wenn wir kuͤnftig die Logarithmen gebrauchen wer 
den, ſo ſollen es immer diejenigen aus dem RNeperſchen 
Syſtem ſeyn, wenn wir nicht vorher ausdruͤcklich das 
Gegentheil ſagen; deshalb joll kuͤnftig der Aceent bey 
der Charackteriſtik wegbleiben, und wenn wir das Diffe⸗ 
rential eines Logarithmen nehmen, fo dividiren wir bloß 
das Differential der Groͤße, zu welcher er gehoͤrt, durch 
dieſe nemliche Größe. Es iſt gut vorher anzumerken, daß 
das Differential vom Logarithmus einer Groͤße, auch das 
logarithmiſche Differential me Größe ge⸗ 


nannt wird 
2) u 4 
IIa T* 


man mache 
x 
N ya m 7 
er Va: + Era 
ſo hat man 0 | Mil 
du 5 5 
2 
abet 
. d 2 2 Ta ‚= Te v= 5 . 
a? r% * Ka- +») 
alſo | 
ardz 


N 


2025 + Per 

3) u Id . „0 (a“ ＋ M (a war; 
man hat wegen der eee der Natur der Loga⸗ 
rithmen S 


I. Theil. M vo 
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u=nlla ＋ 2) ＋ na,) + n“ + x) 
und zieht hieraus 
ndx n’d& n'dx 


du = 


i a TX ax K 
Wenn man dieſe Bruͤche auf einerley Nenner nt 
ſo wird man finden 
aka’ Le- Inde. La- Af a. (a- Ta) 
Tn“(a Ta!) Dx THna fa! naa! naar 
l e e e e 
+ aaa’) 
ein Ausdruck, welcher die Form 
Ax? + BX ＋ C 
T T B T 
hat, wo a. al, a’, die Wurzeln der Gleichung 
= ＋ A* ＋ B ＋ C o 


dx 


ſind. 
Man ſieht leicht, daß wenn man eine große Anzahl 
von Factoren genommen hätte, fo wuͤrde man eech auf 
einen analogen Ausdruck geſtoßen ſeyn, aber von einem 
hoͤhern Grade; ſo daß jede Function von der Art wie die 
Vorgegebene zum Differential-Coefficienten einen rationa⸗ 
len Bruch hat. 

Wenn die Größen a, a’, a”, unter ſich gleich Wee 
ſo wuͤrde man ca 
umlla+ x)utarn” 

e und es wuͤrde daraus hervorgehen, daß 
N (n Tn + n dx 
4 * 5 ; 
Diefe Bemerkungen werden dienen, in der Folge einen 
wichtigen Punkt im Integralcalcul aufzuklaͤren. 


VA — 
40 1 
Ve 


due 


man 
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man mache 
VAI 

rich geben wird 
. — 12 


Il 
8 


5 


und 
du = — , 
fi * re 
man hat aber 
n dx dx i 5 
dy ——— 4 
aVıtx 270 1—2 | 
5 — dx 6 —2dx 
27 [VIER - Vi-x]= 2 1 
X 
dx d 75 
F 
2 Vi x 2V ı-x 
ee dx er * ydxæx 
5 + = u 5 
> 2 l 1X 1 ae Vi) 
woraus man zieht 
dy dz —2zdæx ydx 


7 2 25 VIE 22 VLN 
a = 2 de : 
252 ı-,x® 
wenn man beobachtet daß 5 
* ＋ 2 4 2 
72 2x). 


fo wird maß finden 


Ma Dies 
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Dieſes Beyſpiel iſt merkwuͤrdig wegen der Keductio, 
nen, welche mit dem Differential vorgenommen werden’ 
und wegen feiner Einfachheit in Auſehneg der Function 
von welcher es abſtammt: nunmehr wird es leicht ſeyn, 
folgende Enten zu verrichten, von welcher wir hier bloß 
die Reſultate geben wollen. 


5) u IAT VIT xXx]; dus = 
1 
G0 u . = =; 
Er 
du 5 
I- XR 
(Virs+ 15 
77 u 21. 4 . — 
15 F = 
du = 5 5 4 
1 == X X = . 


8) Wenn man u = (Is) hätte, fo wird man IX 2 
ſetzen und finden 
(Ix)n = zu, 
und wegen 
f d. zu r nzu-1 dz, 
bekoͤmmt man a N 


d. (I) n = (IR) u- x = 


9) Es ſey endlich u = 1. ix, das heißt der Loga⸗ 
rithme des Logarithmen von x; ſetzt man wie oben 
* = 2, fo het man ſogleich n = 1 und folglich 

dz 
du = =; 
4 


ſetzt 
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ſetzt man nun ſtatt 2 und dz ihre Werthe in x und in 
dx, ſo wird man finden f 


Wir werden dieſe Rechnungen nicht weiter treiben 
und jetzt zu den Exponential-Functionen uͤbergehen. 


21. 


Es iſt 1) u = ax: nimmt man die Logarithmen von 
beyden Seiten, fo hat man lu = xla und folglich 
d u 
— r dxla, 
u 


woraus man zieht 
du = udx la 
oder indem man ſtatt u ſeinen Werth 
d. a* = ax dx Ia, 
und der ee Pan 


d, 
wird axla, 


\ Man kann . zu dieſem Reſultat gelangen, 
ohne die Logarithmen anzuwenden, indem man von der, 
in der Einleitung (Nr. 22) gegebenen Entwicklung der 
Function ax Gebrauch macht. In der That, man hat 

Achdx — ax, adx:; 
aber aus der angeführten Nummer hat man 
ad = 1 4 (ahd. 
alſo ö 
axntdx art ax(la)dx 

welches giebt E 

ad — ax = ardıla r. 
und 1 
d. ax = axdıla, 
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Sucht man die ſucceſſiven Differentiale, ſo findet man 
d.aX = ax dx(la) 

d. ax = axdx la 

d' ax ax dx da ' 


und wenn man fat a die Zahl e ſubſtituirt, deren Lo⸗ 
garithme = 1 ift, fo hat man 


um ex 
du 
, — m ex 
dx 
du 
— mx? 
dx” 2 | 
d’u 
. 


woraus folgt, daß die Function ex die merkwuͤrdige Ei⸗ 

genſchaft hat, ſich von ſelbſt in jedem ſeiner Differential⸗ 
Coefficienten, wieder herzuſtellen. 

2) ue, wo 2 und y zwey beliebige Functionen 

von x find; wenn man von beyden Seiten die Logarith⸗ 

men nimmt, ſo hat man 


lu = ylz; 
und wenn man differentürt, fo koͤmmt heraus 
du * 1 
n a * 
oder auch ö 


8 du = de + ayle) 
i und ſetzt man fuͤr u ſeinen en 


d. 25 „en + dyk), 
Man 
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Man könnte zu dieſem Differential gelangen, ohne 
Logarithmen anzuwenden, indem man 


u ＋ pas u 
R ftatt 7 
2. K. ds i 12 


? 


ſchreibt. Es wuͤrde alsdenn herauskommen 
u ＋ pdx = (2 + rdx)ytadx, 
indem man beobachtet, daß man bey der Entwicklung der 
zweyten Hälfte dep den mit der erſten Potenz von dx bes 
hafteten Gliedern ſtehen bleiben muß; man wird aber ſo⸗ 
gleich nach der Binomial⸗Formel finden 
27x + (r + gdx)zyfäx-Irdx 8 

ein Reſultat, welchem man die folgende Form geben kann 

29D Zadx ＋ (Y + qdxdzddr-Irds . . 

20dx m 1 + (lz) ꝗdx el 
As — en LL dg. 1 > Einleit (Nr. 22). 
Subſtituirt man > Werthe, und läßt alle Potenzen 
von dx die höher find als die erſte Potenz aus, weil dieſe 
nicht mit hinein kommen muͤſſen, fo wird man finden 
u ＋ pdx = 2 (1 + qdxlz 2 


* 


Zieht man von beyden Seiten 2Y oder u ab, fo koͤmmt 
pdx = zY(gdalz + 2 rde); 
das heißt 8 * 
du = 2 (dylz + 2 dz), 
wie vorhin. 
3) u = ab: man mache b = y fo hat man 
u = , du = aydyla; aber 
dy = bx dalb 
M4 folg⸗ 
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folglich 2 
—.— du = abs bxdx la lb, 
man wird leicht dieſen Calcul in verwickelteren Faͤllen 
ausfuͤhren. 7 
ts 


4) u : man made s ſo koͤmmt u a 


.,ydz 
du 8 + dylz); 


ſetzt man ſtatt * und dy ihre Werthe in t und in s, fo. 
erhält man 


ß ̃ĩ 
au g tu r. C. K . dla) 
2 


mit Hülfe dieſer Formeln findet man leicht das Differen⸗ 
tial einer jeden Erponential: 8 Function. Jetzt wollen wir 
uns mit den Kreisfunctionen beſchaͤftigen. 


22. 


Es iſt 1) u S sin. x; ſubſtituurt mon x + dx ſtatt 


x, fo ändert fi die vorgegebene Function in 


sin. (& + ds) = sin. x cos, dæ + cos. x Sin. dx 


man hat aber 


* 


* 7 1 * 
1 (Einl. Nr. 35.) 


eos = Lg, 
sin, dx = dx - 
alſo N N 
sin, (x . dx) = sin. x & dx cos. xa +... 
und folglich 
d. sin, x = dx cos. x. 


Es folgt hieraus, daß das Differential des 


Sinus gleich iſt dem Differential des Bogens 


multiplieirt durch den Coſinus. 
2) u cos. x: man hat 
cos. (X + dx) cos. x cos. dx — sin. x sin. dx, 
: und 
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und wenn man für cos dx und sin. dx ihre Werthe ſetzt, 
cos. (X ＋ dx) cos. x dx sin. x. ..; 
alſo g 
d. cos x == — dx sin. x; 
das heißt, das Differential des Coſinus iſt gleich 
dem Differential des Bogens mit einem nega⸗ 
tiven Zeichen genommen, und 0 den Sinus 
multipicirt. 
Was den Sinus Verſus 1 ſo iſt bis auf das 
Zeichen ſein Differential das nemliche; denn man hat 
ö . V. X 1 — cos. x 0 


alſo : 
d. . v. x = dx sin. . 
5 u = tang. x: weil aber 
— Jin. x 
tang. x = 3 
ſo hat man 
cos &, def — sin. x d cos. x 
d, tang. x = 5 — 
(cos. x* + sin. 50 d 
eee 
aber ; 
ces. x + sin, . = 13 
alſo 
dx 
N * re 
q) u cot. x: weil ö 
1 
cot x . --. 
tang. x . 
ſo hat man 
. 4. tx „ dx 
d. cot. x = n * — d re a ae 
M 3 f 30 


er 
£ 1609 


186 Erſtes Kapitel. 


5) u fec x: wegen 
187 * 4 y 


1 r 
Sec. & —, 


COS. x 
hat man g 
d. cos. x dx sin. x 
d. sec. x .  — dx tang x sec. x. 
ge e. 


6) u = cosec. x: wegen 
* 7 4 10 * 1 


cos. x = s 


zieh EEE sin. x 
hat man a 1 a 
d. coſec. & = — ——.— = — * == 
: Sin, & Sin. & 

— dx cot. x cosec. x. 
Vermöge dieſer Formel kann man das Differential eines 
Ausdrucks finden, der auf eine beliebige Art, Sinus, 
Coſinus, Tangente p. ſ. w. enthaͤlt, man braucht nur zu 
dieſem Endzweck zu differentüren, indem man die letztern 
als beſondern Functionen anſieht, und ftatt ihre Differen⸗ 
tiale die vorhin gefundenen Reſultate ſetzen: Wir wollen 
nur ein Beyſpiel davon geben, nemlich 

N cos. xsin. x, 


Man mache 


g N 21 
sin. x 95 N 
fo hat man u = 2 und 


du = d. 27 chte + 242) 
2 
sinx⸗ 


45 cos. xSin bea 1. cos. xõ - —) 
cos. x 


23. 


| Wir haben bisher die Sinus, Coſinus u. ſ. w. als 
Functionen des Bogens behandelt; jetzt wollen wir den 
N To 
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Bogen ſuceeſſive als eine Function feines Sinus, 

ſeines Coſinus u. ſ. w. anſehen, unb davon das 

Differential unter ſeinen verſchiedenen Geſichtspuncten ſu⸗ 

chen. Wir wollen deswegen annehmen, x ſey die vorge⸗ 

gebene Function, und u die beränderliche Große, von wel? 

cher dieſe Function abhängt; 5 ö ’ 
1) Die Gleichung . 25 


9 d cos. x 
giebt, wegen 
\ sin, x =u 5 
en 


du = 4Yı — U, 
und folglich 


dies iſt der Werth vom Differential des Bogens, durch 
das Biker des Sinus und durch den Sinus ſelbſt, 
ausgedruͤckt. g 

Man kann zu dieſem Ausdruck gelangen, wenn man 
den in Nr. 38 der Einleitung, gegebenen Ausdruck des 
Bogens anwendet, welcher, wenn man darin sin. & = u 
und 

cos. x = Vi = 
ſetzt, wird 
X — 1 1 l= 17 1 ＋ i — iu?) 


woraus man zieht 


x = IaVY— ı+ Ii u'). 


In der That, wenn man x in u verändert und umges 
kehrt, fo wird man im öten Beyſpiel von Rr. 20 finden 
d. 
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d. Nu VI = 0) = — 
1 DET 12 . 


Wenn man das Differential des Bogens durch ſei⸗ 
nen Eoſinus ausdrucken wollte ſo muͤßte man von der 
Gleichung 


A = ＋dx'sin. x 
ausgehen, welche, wenn man cos. * = u macht, giebt 
du d, u 


oder . 
Au ; 


dx =—- 

1 — u 
um von hieraus zum Sinusverſus e ſo 
mache man u = 1 — „, weil 
sin. ver. Xx = I — cos. x 


man Er); folglich 


u=—dy und dx 2 . 
27 — r- 
2) Es ſey tang.x = m die Gleichung 
5 N dx 
. d tang. x = 88 
giebt N 
\ dx 2 
du = —— und dx = ducos, x“. 
45 cos. 
Wegen 
sin. x = asp, 3 
cos. x 
findet man 


sin Xx = cos. x tang. x 
sin. x == cos.x” tang.x* 


und 1 — cos. x“ für sin. x fubftituist, giebt 
i 18 


Principien des Differentialcalculs. 189 


1 2 cos. x + tang. x cos. x eos. x (I -F tang. =), 


man u alſo 
1 1 


EEE 


I+tangx? I u 
Setzt man dieſen OR in den von dx, ſo entſteht Neat 


cos. x =’ 


er dx — =: 


woraus man ſchließen kann, daß das Biffete eig 
daes Bogens gleich iſt dem Differential der 
Tangente, dividirt durch das Quadrat der 
Secante; denn YT FT: drückt die Secante aus, 
wenn die Tangente durch u vorgeſtellt iſt. 5 
Wir wollen dieſen Artikel mit dem folgenden Bey: 
ſpiel beſchließen. . ü 
Es ſey „ ein Bogen, der Sinus die Function 
F au/ — u: 
iſt, man mache 


1 au 1 = U 223 
ſo wird man haben 
Ä 4 i 
dx = ä 
1 8 2 
aber * 
5 adult — au 
2 = 
r 
Vi — 2 2 1 — au- 
g J 
alſo a 


adu 
0 * — us — 5 N 
Von der Biſſcgehenienge der nen von zwey veränderlichen 
Großen. 


* 


24. 
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Wir wolken uns jetzt mit ſolchen Sündtiohen beſchaͤf⸗ 
tigen, welche von zwey veraͤnderlichen Groͤßen abhaͤngen, 
und ſogleich ein Beyſpiel vornehmen. Es ſey u = uuyus 
da die Größen x und y keine Beziehung unter einander 
haben, fo kann die zweyte die nemliche bleiben, ob ſich 
gleich die erſte verändert, um eben fo auch umgekehrt. 
Es folgt hieraus, daß der Werth der vorgegebenen Fune⸗ 
tion ſich auf mehrere Art verändern kann; ) durch die 
Veranderung, welche mit x allein oder mit y allein vor⸗ 
geht; oder 2) durch das Zuſammentreffen diejer beyden 
Umſtaͤnde. 


Wenn man blos auf die Veränderung von x Ruͤck⸗ 
ſicht nimmt, und in der vorgegebenen Function * T h 
ſtatt dieſer veraͤnderlichen Größe ſubffitner, ſo wird man 
finden 

— 


m-2ynh? 
1 * 


IR — xmyn Tamm X 


mm- 1) (m+ 585 
laͤßt man y ſich allein verändern. und ſchreibt y k ſtatt 
y. ſo erhaͤlt man 


2 xm-3ynh= == oo. 


ay Ebe-. A I ya-rymk + year 
5 + Be 2 Voss He 
13 ee 


Endlich, wenn man annimt, daß die beyden vorher- 
gehenden Veränderungen zu gleicher Zeit ſtatt faͤnden, ſo 
wird die vorgegebene Function 

: T＋ hm (y . n; 
und 
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und man wuͤrde daraus die Entwicklung erhalten, wenn 
man beyde Entwicklungen von 
(«the und ( ＋ n N 
mft einander multiplicirte. Man kann aber zu dieſem 
Zweck, auf eine weit einfachere Art gelangen, wenn man 
y 7 E ſtatt y in der vorhin gefundenen Entwicklung von 
(x + h) m zn, oder x T h fuͤr „ in der Entwicklung von 
m (x + k)n ſubſtituirt. Verrichtet man die erfie Oper: 
ration, ſo koͤmmt 
“+ W g+ on 


Km yn + — zu-Iynh 
\ 
m{m—T) em- a ynh⸗ 
4 er 
| + naMmyn-ık * . xm ry n- ThE 
* 
> 
2 55 mem' s 10 n m-2ya- The 
8 12 7 
+ ie) xinyn-2)2 + Er e- Lyn-Ahk⸗ 
2 g 1 
e +... 
f m. mi n(n -I) 
+ —yn-2yn-3h?k® 
1 „ 2 123 2 x 
+ 2 „„ „% 


Diefe Entwicklung giebt nun die urſpruͤngliche Fune⸗ 
tion xmyn wieder, und dann nach eine Folge von Func⸗ 
tionen von x und „, welche die verſchiedene Potenzen der 
Zunahmen hund k, als auch die Producte dieſer Potenzen 
multiplicieen. Man wuͤrde analogiſche Entwicklungen fuͤr 
jede andere Function finden, wie groß auch immer die 
die Anzahl der veraͤnderlichen Größen die ſich in ihrer 
Zuſammenſetzung befinden, ſeyn mag. Wir wollen jetzt 

ganz 
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ganz allgemein zeigen, daß dieſe Entwicklungen zu neuen 
Functionen Anlaß geben, die man von der vorgegebenen 
eben fo durch ſuecceſſive Differentiirungen ableiten kann, 
als diejenigen, welche man im Fall einer einzigen veraͤn⸗ 
derlichen Größe erhält! 


8. 
Wir wollen durch 7, y) irgend eine Funetion von 
* und y vorſtellen; und zuerſt annnehmen, daß die 
veränderliche Größe x ſich allein veraͤndere und * h 
wuͤrde; ſo muͤßte man y als eine beſtaͤndige Groͤße anſe⸗ 
hen und die vorgegebene Function eben fo wie eine Fune— 
tion von x behandeln; man wuͤrde alſo nach dem Lehr— 
ſatze von Nr. 12, wenn mon der Kürze wegen fx, y) u 
macht, haben 
dunh d? uh? d’uh? 
Fett er dx? 1.2 dx’1.2.3 
Wenn man finden wollte was die vorgegebene Func— 
tion wird, wenn bloß y einen Zuwachs erhält, fo wird 
man x als eine beſtaͤndige Größe anſehen und fix y+K) 
oder u als eine Function von y; hierdurch wuͤrde man 


erhalten 


* „* 


du k du? k du k 
ae 
Der 1 dx 1.2 . 1.2 A 

Jetzt, wollen a: vorausſetzen, die Größen x und y 


veränderten ſich zu gleicher Zeit, und würden x + h und 


y k; da man aber der Function f(x,y) noch keine ber’ 


ſondere Form gegeben hat, ſo iſt es nicht moͤglich darin 
anf einmal die beyden angezeigten Subftitutionen zu ma⸗ 
chen, aber es iſt leicht zu begreifen, daß man zu demſel⸗ 
ben Reſultat gelangen ‚würde, wenn man zuerſt x in 
a * ＋ h 
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x + k veränderte, und dann 5 ＋ k in der Entwicklung 
die durch die erſte Operation entſteht, ſetzte. 
Man hat ſchon 
du h du * du » 
FT en = FE FE EEE FE 
wo u, f(&, Y) are Um. die Coefficienten der verſchie⸗ 
denen Glieder dieſer Reihe, in Nuͤckſicht auf die Veraͤn⸗ 
derung von y zu entwickeln, ſo beobachte ich zuerſt, daß 
in jedem Gliede x .ald eine beſtaͤndige Größe angeſehen 
werden kann, und daß man ſie folglich als Functionen 
von der einzigen veraͤnderlichen Groͤße Y behandeln muß. 
Hierauf wird f(x, . ede u 


a 


du K du k⸗ Ke 
ut — . 2 e I. — — 9. 0 
dy 1 4 128 A 3 


1 2 5 d a 
Wenn man in dieſer Entwicklung 55 ſtatt u ſchreibt, fo 


hat man zum Reſultat was aus der Function = wird, 


wenn ſich y 1 yt k verändert; das heißt 


A KL (r) k 


— — — 


* ＋ * d) 12 


5 du Es 
=) kr 


+ - — . 
F 


Es iſt aber a einzuſehen, daß der Ausdruck 


zwey Differentiirungen anzeigt, die fuccefiive bey der vor⸗ 

gegebenen Function gemacht ſind, die erſte in Ruͤckſicht 

auf die Veraͤnderung von x allein, und die zweyte in⸗ 
1, Theil. 4 N dem 
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dem bloß y als veränderlich angeſehen wied; wir wollen 
dieſen Nusdruck unter eine einfachere Form bringen, und 
wie folgt ſchreiben: 
N deu 
dy d 
Eben ſo wollen wir 


durch 


g dy dx 
vorſtellen: und ganz allgemein, muß man durch 
datmu 
dyndem 
den Differential⸗Coefficienten von der Ordnung n in Bes 
ziehung auf die Function 
dmu 
7 dam 8 . 
verſtehen, indem man darin bloß y als veraͤnderlich an⸗ 
ſieht; in ſo fern, daß dieſe Function ſelbſt der Differen⸗ 
tial⸗Coefficient von der Ordnung m von der vorgegebenen 
Function iſt, in welcher bloß x als veraͤnderlich angenom⸗ 
men wird. s 
Dies vorausgeſetzt, fo wird die Subſtitution von 
* ＋ k ſtatt x, 5 


du 
dx 
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du in du du K au k? 
du d dy dx 1 dy da 1. 2 
du k? 


dzu, du, du K au: Rei 
dr dr dyds I dad 1.2 

d’u K 

dy d 1% 
du, du, du Ek . du x 
ee 1 ch d 1.3 


* 
deu E 

d 1.2.3 

verandern. 5 
Subſtituirt man dieſe Werthe in der Entwicklung von 
F( x + h, 5) und ordnet fo, daß alle Glieder in welchen 
die Exponenten von h und von k einerley Summe mas 
chen, auch in einer Vertical: Columne ſtehen, fo koͤmmt 

dau K 3 3 

farh urn Fra 95 253 1 
duh du k h n 
dsı dy d= 1.1 4d ITT. 


du h? d'u k h? 9 
1 dydx⸗ 1 12 5 
an 
dx 1.2. 3 
Fed 
96. 


Wir haben die vorſtehenden Entwicklungen dadurch 
gefunden, daß wir erſt X T h ſtatt 4 und dann y ＋ k 
N 2 f ſtatt 
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ſtatt y ſetzten, man hätte aber auch umgekehrt verfahren 
und dey der Subſtitution in Beziehung auf y anfangen 
koͤnnen: alsdann würde en y); 
d’u k? G R 
( H oder 6 6 2 ee Bez 
geworden ſeyn. Die Subſtitution von x + h ſtatt x in 
dieſer Reihe, würde u in ; 
du h deu he d’u hö 
be 1. at, 
verändert haben, und dann 
du, du d’u h d’u h° 


Tin — + om + oo — 
dy dy dx dy 1 dx” dy 1. 2 
1 = ‚dus. hi 
en 2 „ 
N 5 s dx’ dy T. 8 
deu iu deu + duch + du h* 
dy dy- dxdy” 1 dx?” dy 1. 2 
SE An h a 
— tr. ve. 


dx’dy’1.2.3° 
d'u du du h a du bs 
ay’ dxdy’ I ds dy T. 2 


deu h’ 
re dx dy 1. 2.3 


2 9 „ 


man würde folglich haben 


Hk, 1h 
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6 dub deu h ar, 
4 h h Du“ — ＋＋ — — — — vo. 
ai: 0 9 dx? 1. 2, dx 172.3 


du k deu h k d’u he k 


Dr der 1 T rd T EK 
du k d'u h. k⸗ = 
dy’ı.2, dx dy 1 1.2 
e 

dy 1.2.3 
Fr 


\ 


Es ift augenscheinlich, daß dieſe zweyte Entwicklung 
mit der erſten identiſch ſeyn muß; denn es iſt gleichguͤl⸗ 
tig ob man erſt x in x + h und dann y in y k ver⸗ 
ändert, oder ob man dieſe Subſtitution bloß in umgekehr⸗ 
ter Ordnung verrichret, weil man auf beyde Arten 
FG ＋ bh, y ＋ ) erhalt. ' 

Wenn man in dieſen beyden Entwicklungen die mit 
einerley Potenz von h und von k behafteten Glieder mit 
einander vergleicht, ſo wird man e Gleichungen 
finden, 


de 2 du J 
dy dx dedy = 
d’u d’u 
dy dx? dx⸗ dy 
„„ 
dy dæ dx dy- 2 
a i * 8 


d * dmtuu 

den andy 

Die erfte lehrt uns, def der TR 
ven der zweyten Ordnung einer Function mit zwey veraͤn⸗ 
N 3 N der⸗ 
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derlichen Größen, fo genommen, daß man in Beziehung 
auf einer von ihnen und dann in Beziehung auf die an⸗ 
deren differentürt, immer der nemliche bleibt, welche 
Ordnung man auch bey den Differentiirungen befolgt has 
ben mag. Es ſey zum Beyſpiel u = xmyn; wenn man 
zuerſt x allein als veraͤnderlich da und differentiirt, 
ſo hat man 

du 
47 E mxm- xyn; 
differentürt man nun dieſes Reſulkat, und laͤßt y ſich nur 
verändern, ſo erhält man 

2 
a 0 4. = mmam-tyuer; 

operirt man in umgekehrter Ordnung, fo findet man 

2 — nyNyast 
und 

r ® 

d —_— == mnxm- Tyn- , 
d x dx dy 

und man fieht daß das Endrefultat in deyden Fallen eis 
nerley iſt. 


7. 
Die uͤbrigen vorhin gefundenen Gleichungen, ſind 
nur Folgerungen aus der erſten: in der That, nach der 
angenommenen Bezeichnung ift 
du 
Aydz* 
das nemliche als 


und 
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und da man die Ordnung dieſer aufeinander folgenden 
Differentürungen umkehren kann, 


du 
d — 
=) d’u 
— u, 
dx dy dx dy dx 
Man hat auch N 
deu 
du u 5 a, 

dx? dy = dx 8 5 
und indem man die Ordnung der beyden erſten angezelg⸗ 
ten Differentiirungen umkehrt, ſo kommt Hua. TH, 

Fi sl: a 
dydx d’u 
au Fra dy 285 


ein mit dem vorigen einſtimmendes Reſultat. 
Man wird auf aͤhnliche Art finden: 
d’u d En, 
au. 4 8 un . dxdy du 


dy’ d dy dy . Fd dy 


e a): e 


dx dy Af dy . dydx ya = Aydxdy 

Wenn man auch die uͤbrigen Gleichungen auf dieſe 
Art behandelt, ſo wird man alle gleichbedeutende Aus⸗ 
drucke der Differential⸗Coefficienten von höheren Ord⸗ 
nungen finden; die hier beygefuͤgte Tabelle giebt die ver 
ſchiedenen Ausdrücke der Differential⸗Coefficienten von der 
zweyten, dritten und vierten Ordnung: alle in einer 
Vertical⸗Columne ſtehenden find identiſch. 
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deu d’u ar J du du du 
dy dx dyedx Aydxs dy’dx | dy’dx® | dydx 

d’u d’u d’u deu du d u 
dx dy y a. d di |ax dx dy ydx dy:dxdy dydxdydx dxdydx- 

: u du E deu deu 
dxdy⸗ dxeqdy dy dy dedy- dyd xd/ dx’dydx 

du deu d’u 
dd de dye dx dx dy 
di 5 

A \ 8 | dx dy- 


{ 


Ganz allgemein, man kann die Ordnung 
der angedeuteten Differentiirungen umkeh⸗ 
ren wie man will: wenn ſie nur die nemlichen 
bleiben und die Anzahl der Differentiirungen 
gleich bleibt, ſo wird ſich das Reſultat nicht 
verandern. 5 
Um ſich davon zu dberzeugen, fo ſey 
d m tu u 5 * 
dm dyn a 
es iſt leicht nach der in Nr. 10 und 25 gemachten Formel, 
zu ſehen, daß man dieſen Ausdruck, auf folgende Art 


zerlegen kann: 
\ 8 = \ =) 
ar dm (& A 8 


dx dy 
i dx m- 1 
wenn man aber die Ordnung der beyden iſolirten Diffe: 
rentürungen wieder Weft welches erlaubt iſt, ſo hat man 


ans I 
=) 


— —— 


und wenn man alle angedeuteten Operationen unter ei- 
N nerley 
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nerley Zeichen bringt, ſo entſteht ſtatt der vorgegebenen 
Sn der gleichbedeutende Ausdruck 
din uu 
dxm-Tdydxdyn- 1 

Wenn man dieſen letzten Ausdruck zerlegt, ſo könnte 
man darin neue Permutationen in der Stellung von dy 
und dx vornehmen; wir können alſo den obigen Satz 
als bewieſen, annehmen. 


25 


Zieht man F, y). 1 55 u von Heth, rn. ab fo’ 
finder man I 


du h 1 
e opt a, ART. 
1 5 
e er 
d’u we | 


dy⸗ 1. 2 


Wenn man auf die Functionen von zwey BER 
lichen Größen die Definition ausdehnt, welche wir (Mr. 9) 
von dem Differential einer Function gegeben haben, fo 
wird man ſehen, daß das Differential von f(x, y) oder 
von u in den beyden Gliedern enthaiten iſt, welche die 
erſte Columne der vorhergehenden Entwicklung bilden, 
und wenn man h in dx und k in dy e ſo ha⸗ 
ben wir . 0 


du 
af 5. * du · 5 + => "ar 


Es folgt hieraus daß das Feen einer Function 
von zwey veränderlichen Groͤßen zwey Theile in ſich ber 
greift, nemlich a - 

NS du 


202 Erſtes Kapitel. 


du 
oder das Differential wo x allein als eine veraͤnderliche 


Größe angeſehen iſt, und 


wo y allein als veränderlich angeſehen iſt. 
Man kann daher auf die Functionen von zwey ver⸗ 
änderlichen Groͤßen die (Nr. 13 und folg.) gegebene Re⸗ 


geln für die Differentiirungen ſolcher Functionen anwen⸗ 


den die nur von einer veränderlichen Größe abhängen, 
und deswegen differentiirt man die vorgegebene 
Function zuerſt in Beziehung auf eine der ver⸗ 
änderlichen Größen, und dann in Beziehung auf 
die andere, die Summe dieſer beyden Refultate 
wird das geſuchte Differential ſeyn. 
Man ſieht auf der Stelle nach dieſer Regel, daß 
AK Ty) = «+ dy 
d.xy = ydx + xdy | 


ydx — xdy j 
d * = ä 
ER 7 J 


29. 


Wir glauben nicht, daß es nothwendig ſey, viel Bey⸗ 
ſpiele in Beziehung auf die Differentüirungen der Fune⸗ 
tionen von zwey veraͤnderlichen Groͤßen zu geben, welche 
eben fo ausgedruͤckt wird als die Differentüirung der Func⸗ 
tionen die nur eine veraͤnderliche Groͤße enthalten. Wir 

werden uns daher auf das Folgende einſchraͤnken: 


ums 
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1) um xm yn; 


man hat 
Er dx = myih- Iyndx | 
dx 
du r 
— dy E nxmyn-I dy | 
dy an) 
alſo 
dur mxm- x yndx -R x dy -x 5as f (mydx + nxdy) 
) u 
V=° + y’ y 
man hat 
du EEE ses 
dx ( ye) 
4 
NE VTV G ＋ 
alſo 
— ayx dx ady ay dy 
du + on u5—— 


= — 
+ Very (x= + 
oder wenn man reducirt 
eee ax E A 


er * 
3 u A(tang. = = I): 
Dies iſt der Ausdruck eines „ deſſen Halbmeſ⸗ 
ſer 1 und deſſen Tangente 5 iſt; um ihn zu differentii⸗ 


8 5 
ren, mache man . und ſuche nach Rr. 23 das 


Differential des Bogens deſſen Tangente durch 2 ausge⸗ 
druckt iſt; es koͤmmt zum Reſultat 


& a 
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i d 
1tz? 
dz 

IT 

Setzt man für 2 und dz ihren Werth, fo findet man 
ydx — xdy 

y’ Be ady 

ö y-+x 2 8 


man hat alſo 
du = 


30. 8 
Die Art wie man die Differentiale der Functionen 
ſchreibt, die von mehreren veränderlichen Größen abhaͤn⸗ 
gen, giebt zu wichtigen Bemerkungen Anlaß. Man darf 


jezt nicht aa dx mit di, n wie es ge⸗ 


ſchehen könnte, wenn u nur die veränderliche Groͤße x 
enthielte. In der That, da im letztern Falle du nur das 
erſte Glied von der Entiwieflung des Unterſchiedes zwi⸗ 
ſchen den beyden aufeinander folgenden Zuſtaͤnden der 
vorgegebenen Function iſt, ſo hat man durch die Divifion 
dieſer Größe mit den Zuwachs dx den Differential⸗Coef⸗ 
ficienten; enthält aber u zwey veraͤnderliche Größen, fo ift 
das Differential aus zwey Gliedern zuſammengeſetzt, und 


d : N 
in dieſem Fall hat der Ausdruck 55 einen beſondern Sinn: 


er bezeichnet den Differential⸗ eeeſitene in der Hypo⸗ 
theſe x als allein veränderlich angeſehen, oder den Coef⸗ 
ficienten des erſten Gliedes von der Entwicklung des in 
dieſer Hypotheſe genommenen Unterſchiedes, durch den 
Zuwachs dx dividirt: eben fo verhält es ſich mit = 


Die. 
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„„da du Br 
Die Größen we dy werden gemeiniglich Par⸗ 


tial⸗ Differenzen der erſten Ordnung von der Func⸗ 
tion u genannt; und allgemein ſtellt ö 
dm n ı 
dxmqyn 
eine Partial⸗ Differenz von der Ordnung m en vor, 
welche man erhält, wenn mmal in Beziehung auf x und 
u mal in Beziehung auf y differentüirt wird. i 


Ich glaube bemerken zu muͤſſen, daß die Benennung 
Partial⸗ Differenz nicht genau iſt; denn die For⸗ 
meln, welche man ſo bezeichnet druͤcken nicht die Diffe⸗ 
renz zwiſchen zwey Größen aus. Die wahren Partial⸗ 
Differenzen von u ſind 8 

FG Th, y) A N 

8 FG, y GO, 
die erſte iſt genommen, indem man bloß Nückſicht auf 
die Veränderung von x nahm und die zweyte indem 
man bloß die Veränderung von y vorausſetzte. Die 
Ausdruͤcke 


oder 


welches die erſten Glieder von den Entwicklungen dieſer 
Unterſchiede ſind, ſollten ee ge⸗ 
Ban werden, und 

du 
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du 1 

dx ö 

du I 

dy 8 
ſollten immer Differential- Coefficienten der er⸗ 
ſten Ordrung von der vorgegebenen Function bleiben. 
Man muß aber bemerken, daß eine Fnnction von einer 
einzigen veränderlihen Größe in jeder Ordnung nur eis 
nen Differential⸗Coefficienten hat, da hingegen eine 
Function von zwey veraͤnderlichen Größen fuͤr die erſte 
Ordnung zwey Differential = Coefficienten, für die zweyte 
Ordnung drey, für die dritte Ordnung vier u. ſ. w⸗ 
hat. 


31. 


Nachſtehendes zeigt, wie man dieſe verſchiedenen 
Coeffieienten finden kann, 225 man von den beyden 
erſten ausgeht. 

Man hat erſt 


nimmt 3285 hierauf das Differential der Funetionen 
= und + „welche als Functionen von zwey veränderlis 
x 

chen Größen er werden 5 ſo koͤmmt 


du 
1 (50 = dx⸗ + dy 
du du du e 
2 F 
und weil das zweyte Differential nichts anders als das 
Differential vom erſten Differential iſt, ſo hat man 
. dag 


— 
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du = de 4e 4e J dx dy * —— ay 


dy? 
indem man dx und dy er beſtändige Größen anſieht, 
und beobachtet, daß die Differential-Coefficienten deren 
Nenner bloß die verſchiednen Anerdnungen eines und 
eben deſſelben Products aus dx und dy vorſtelle, iden⸗ 
tiſch find. f 


N g | 

Differentürt man die Coefficienten, welche ſich in 

dem vorſtehenden Reſultat befinden, fo koͤmmt 
N d?u d'u d’ü 


ü 
== ——d 
a ag te 7 
FF 
. Rn dy 
dx dy du⸗dy dy d dy 
210 d d 
d, „ . e e e ay 
dy⁊ dxdy⸗ dy 8 
und folglich 
d’u J Id’u 
3 dx + . dx?dy 5 7 dxd 
die S die dx, . dy d 4 xdy?® 
d’u 
— dy-. 
+ dy? y 


Man wird dieſe Bildung leicht fortſetzen koͤnnen, und 
ohne Zweifel die Analogie bemerken, die ſich zwiſchen den 
Reſultaten zu welchen wir gelangt find, und zwiſchen 
der Entwicklung der Potenzen des Binsmiums befindet, 
Um ſich zu verſichern, daß dieſe Analogie ſtatt hat, bis 
zu welcher Ordnung man auch immer die Differentii⸗ 
rung treiben mag, ſo iſt es hinreichend das Geſetz auf⸗ 
zuſuchen, welches zwiſchen zwey aufeinander fenden 
Differentialen herrſcht. 

Wir wollen alſo annehmen man hätte 


dun 
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‚an Aa 
du u m dn + 4 2 dxn- I dy 
55 dy 


di u dau 
r Axn-2 7 dan-3 dy 3 dy’ 
wo A, B, C. . . numeriſche von x und y unabhängige 
Coefficienten ſind; wenn man jedes Glied in der zweyten 
Hälfte dieſer Gleichung ſucceſſive in Beziehung auf x und 
y differentiirt, und dann die ähnlichen Reſultate zuſam⸗ 
menaddirt, fo 5 man finden 


dxn- 1750 dxn- 3 dy. 


dxn dy 


da+ 2 
dau = dar ara | 
ar dun-Ldy2 | 
＋ a: dyn 
ii | 
= dan-2y° I 
+ d J 
Nun ſey 
G ＋ D = 0 4 Alan 15 f Rae-ays FE. 25 5 
ſo hat man 


(+ Def = G = Af + e 

+ (BT A )-) ＋E(C TBH -a) 2... 

woraus man ſteht, daß bey dem Uebergang von in zu 

n + 1, mit den Coeffictenten der Entwicklung (x + ya 
die nemlichen Veränderungen vorgehen als mit denen voin 
duu, und da die erſte Coefficienten reſpective denen zweyten 
gleich find, wenn n = 1 iſt, fo muß die Gleichheit auch 
noch Für jeden andern ganzen Werth von u ſtatt haben: 
man 55 ie ganz are ſchreiben k 
deu 


dau — 4 n= 1 
Use = da Mt 1 dich x * 
n (n—ı) duu 


— — 


1 2, .dan-2dy2 ET n 


Es 
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Es folgt hieraus, daß man das Differential dau bildet, 
wenn man das Binomium g 
g (dx + dy)n 
entwickelt, und die verſchiedenen Glieder des Reſultats, 
durch die analogiſchen Differential: Eoefficienten multipli⸗ 
eirt/ ſo daß Wien Glied, welches mit 
dxn-m dym 
behaftet iſt, zum Multiplicator 
duu 
habe. 


32. 


‚Die Entwicklung von Fh, y) kann auch von 
der Entwicklung der verſchiedenen Potenzen des Bind⸗ 
miums hergeleitet werden; denn wenn man die Glieder 
in welcher die Exponenten von h und von k einerlei 
Summe machen, auf einerley Nenner reducirt, fo wird 
fie folgende Form annehmen. g 


u 
i 1 du ae 
— k 
T 1 1 d 5 
3 5 du 4 
4 — a 
7 5 48 55 475 1 
1 fatu 15 d’u 
— — 1175 Fe ns K* 
1. 2. 3 dx’ Bu r ; 
un. 
1 deu deu d- AR 89 
— ht e u 8 
33% Te Fon 
4 7 d’u dn 
6 Ba re A 
e 


J. Theil. O und 
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und dann ſieht man augenſcheinlich, daß ſie ſich eben ſo 
von der Reihe 
1 1 1 i 
u ＋ ＋ GE) 2 Ch-+-k)* * 7 2 703 (h+k) 
T 
+ 
122304 
ableitet, als die Differentiale du, d’u, d’u . .. ſich von 
den Potenzen 
(dx + dy), (dx + dy)s, (dx ＋ dy) 
ableiten. 

Wir werden uns nicht auf die Induction einſchraͤn⸗ 
ken, welche man aus der Vergleichung der erſten Glieder 
der vorſtehenden Formeln ziehen kann, und es wird ung 
nicht ſchwer fallen zu beweiſen, daß die Analogie, welche 
wir haben bemerken laſſen, im ganzen Umfange diefie 
Formeln ſtatt hat. Wir wollen zu dem Ende das allger 
meine Glied von 


(h+k)* + 1 


; FG & b, „ x 
betrachten; es ift augenſcheinlich, daß es ſich von dem 
allgemeinen Gliede von Yer + h, y) muß ableiten laſſen, 
wenn man darin y + k ſtatt y ſubſtituirt, aber wegen 

ee le 
dx dx?1.2 a 
wird dies letzte Glied ö N 
N dmu hm 
dem I. 2 . m 
macht man in der Function 
dmu 
dxm 
die in Beziehung auf y angezeigte Veränderung, fo wird 


man zum Reſultat eine Reihe von Gliedern 
dmu 


ax 
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dan dmꝶru k dm+2u ks 


dn f vnd, T dn ya“ 
N dm n kn 
haben, und folglich wird das verlangte allgemeine Glied 
durch 


dman hnmka 
dxm dyn A 


ausgedrückt ſehn. Aber das Product hu ku iſt mit hemkn 
und mit kmin homogen, wovon jedes 


172... a ER n) \ 
zum nummeriſchen Coefficienten haben wird. Bringt man 
nun die Bruͤche 
6 U 1 
e e e WERE 
auf einerley Nenner, ſo findet man fuͤr den zweyten 
1 1. 2. +. s Tess 11 
115 2 „ (m — ＋ n) * I; 2 (m + 2 
und wenn man 


1.2. (m ＋ n) 
zum gemeinſchaftlichen Factor aller mit hw km homogenen 
Glieder nimmt, ſo bleibt . 
3 I. 2. . . (m ＋ n) 
ü ˙ ˖ N 
für den gemeinſchaftlichen Eoefficienten. dieſes Gliedes: 
d. h. der nemliche, als mit dem dieſes Glied in der Ent⸗ 
wicklung von (h + kyintn behaftet ſeyn würde, 
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33. 

Wenn man in der Entwicklung von FK Th, y+k) 
welche wir fo eben betrachtet haben h in dx und k in dy 
veraͤndert, ſo wuͤrde man, indem man von den Renner 
abſtrahirt, darin alsdann die Differentiale von allen 
Ordnungen, von der Funetion u wieder finden: nemlich 
das erſte Differential in den Gliedern, wo die Zunah⸗ 
men nur bis zum erſten Grade ſteigen; das groͤßte Dif⸗ 
ferential in demjenigen, wo ſie nur bis zum zweyten 
Grade ſteigen; das dritte Differential in den Gliedern wo 
die Zunahmen nur bis zum dritten Grade ſteigen u. ſ. w. 
man wird alſo haben: 


A dur ee du 
eee 

. deu 5 

I. 2, 3 4 + 41 „ . 


Das nemliche Refultat erhält man für die Funetio⸗ 
nen von einer einzigen veraͤnderlichen Groͤße, wenn man 
in der Formel von Nr. 12 dx ſtatt K ſubſtituirt. Die 
vorſtehende Reihe koͤmmt alſo eben ſowohl den Functio⸗ 
nen von einer als denen von zwey veraͤnderlichen Größen 
zu, wenn man nun die Differentiale in jedem dieſer Fälle 
auf eine ſchickliche Art nimmt. Wir werden bald zeigen, 
daß dieſe Reihe für jede Anzahl von veraͤnderlichen Grös 
ßen die ſich in der vorgegebenen Function befinden ſtatt 
hat. Sie verbindet mit dieſe Allgemeinheit den Vorzug, 
daß fie leicht zu behalten iſt. 


34. 


Die ſucceſſiven Differentiale haben uns die Mittel 
an die Hand gegeben, die Entwicklung einer Function in 
a Bez⸗ 
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Beziehung auf die Zunahmen der veraͤnderlichen Größen 
von denen ſie abhaͤngt auszudruͤcken. Man kann auch 
von dieſer Entwicklung, wenn es etwa ſchon bekannt iſt, 
die Differentiale ſelbſt herleiten. Man braucht zu dieſem 
Ende nur alle in Beziehung auf den Zuwachs gleicharti⸗ 
gen Glieder zuſammenſtellen, die vom erſten Gvade wer⸗ 
den die erſten Differentiale durch 1 dividirt, geben; die 
Glieder vom zweyten Grade, das zweyte Differential 
dividirt durch 1.2; die vom dritten Grade, das Diffe⸗ 
rential dividirt durch 1.2.3 und fo weiter: dergeſtallt, 
daß wenn man 
u ＋ Pdx + Qdy 2 
+ Nax: . sdedy + Tey- J 
44 
Hätte, man daraus 
7 = Pdx + Qdy 


du 
— dx; + Sdxdy ＋ Tdy? 


3 


ziehen wuͤrde. 
Man ſieht, daß dies darauf hinauskoͤmmt, die ge⸗ 
gebene Entwicklung mit der Reihe N 
du dau du 
1 1,2 N 
zu vergleichen, indem man die Glieder der Entwicklung 
in welchen die Summe der Exponenten der Zuwachſe dx, 
dy einerley iſt, als gleichartig mit den Gliedern der Rei⸗ 
he anſieht, in welchen der Cxponent des Vuchffaben d 
dieſer Summe gleich iſt. 


3 53. 
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35. 

Um nicht in zu ſehr verwickelte Rechnungen zu gera⸗ 
then, ſo wollen wir dies Verfahren bloß auf die Funde 
tion 

u r (a be + cex?)r 
anwenden. Subſtituirt man darin x + dx für x, fo 
koͤmmt 
[a + bx + cx? + bdx + 2cxdz + edx' r 
macht man der Kuͤrze wegen 
a ＋ bx ＋ ex = p 
b+2x=g) 
fo hat man 
(p ＋ qdx ＋ cdxe)r 
entwickelt man dieſen Ausdruck wie ein Binomium deſſen 
he Glied p + gdx ift, fo wird man finden 
a + Tad) Ted” cr (pfadx;r-2c’dx* 


u IE pre . 
I 42% 

Nun braucht man 85 noch bloß die verſchiedenen 
Potenzen von p ꝗds zu entwickeln. Um aber das Dif⸗ 
ferential von der Ordnungen von der vorgegebenen Fune⸗ 
tion zu erhalten, ſo iſt es hinreichend diejenigen Glieder, 
welche im Endreſultat mit dan behaftet find, zu vereini⸗ 
gen, nemlich dasjenige, welches in der Entwicklung 

1, von (p + ꝗdx)r mit dx» 2 
2, (p + gast mit dn-x 

(pb + ads) x mit du 

4 ? Pr gdx)r-3 mit dx#-3 } 


+ 
* 


multiplicirt iſt. Ben 
enn 


t 
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Nennt man die reſpectiven Coefficienten dieſer Potenz 
von dx, 8 
r 

ſo koͤmmt 


r 5 1 1 1) (r 1) (1 2 
ER o pe- 322 
e ee + 45 


ie 
1.2 n 


A 


Man ſieht leicht, daß 
III).. . (r=n) 2 
Er ar eh ii 29 
1 . — 2 p- ga- 
n n-n) P. 
r n+1). g° 


S — prent2jgn-4 


n(n—I)(n—2)n-3) 557 
r- 1) C 1) = n) x 45 
C=. * von) 


- . ren}3 
5 n 2 * 
non - ) () -=) p 


ren Ga) Fu) "ge 
u. ſ. w. 
ſubſtituirt man nun ſtatt A, B, C, P... ihren Werth, 
fo wird ſich nach den Reductionen, ergeben: 


dus r(r—1). (= nt) pren 1 ir Een 


1 (7 n) 
n- e - e cp? 
1.2(r—n-+1) (—n+2) ' ur 
n(n Un-) (n—3)(n—4) (n-) c’p’ 7 


7 1. 2.30 -n) = ?) 1 In 57 
PR Jetzt 
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Jetzt bleibt nichts weiter uͤbrig, als an der Stelle von p 


und g wieder die Größen zu ſetzen, welche fie ausdrüden, 


36. 

Die Form des verſtehenden Reſultats, iſt nicht die 
einfachſte, unter welchen ſich dun darſtellt; denn man kann 
für dies Differential einen Ausdruck erhalten der bloß q 
als ein allen Gliedern gemeinſchaftlichen Factor enthaͤtt. 

Man transformire 5 


(p ＋ qx edx')r in Aa = dx + De de), 


und indem man das Product 4pc Selen, A wird man 
. qac + Abex + 40K 
finden, wird von diefer Größe, g oder (b + zen)? abs 
gezogen, fo kommt 
48e — 4 = gar — ba; 
ein von p unabhängiges Reſultat. Setzt man alſo der 
Kuͤrze wegen 
4ac — b. = e, 
ſo hat man 
Abe = e ＋ g=; 
welches die wee ee 29 in 


pr (I ＋ 2 5 * — ne * 


pr a I dx) dx* 
Tan ) a5. 5 
verändert , er Ber man 


ſetzt, fo wird fie | 
pr 
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ple ＋ glas)? + er-), | 
ein Ausdruck, welcher ſogleich durch die erſte Entwicklung 


pie a7. (Tad) zr aeldx? 


+ -_— (i-+p/dx)2r-4e‘?dx* 
14 —19 —— 9 . 2) 8 7 
era (IT/ re“ dx" — 1 
giebt; a 
uimmt man endlich in eber der Potenzen von 1 + 4d 
dasjenige Glied, welches in der letzten Entwicklung durch 
dxn ene iſt, ſo wird man finden 
r Tl)... (zr n 
* (ar 2) r 30. . rng. I) 
E n . 
(r-) r -A) r-). .. (ar a+n ) 


q! e“ 


g -4el: . 
1,03 Tara 1 
Aber 
qu 
u 
g” * up 
n= e nr 2e 
22 2 9 EEE u 
9.7 8 Zu- IPA * 2°p? AApn 
* ! I ik: x & 
Zn pn * 
12 qu-4 * 8 ? 5 
lu 4e rer X rer 1 
p 5 en 
i q e 
w ann 
u. ſ. w. N P 4 


ſubſtituirt man dieſe Werthe im vorhergehenden Ausdruck, 
und nimmt mit der Form der Coefficienten Veraͤnderun⸗ 
den vor, welche mit den vorhin entwickelten (vorherg. 
Seite) analogiſch ſind, ſo findet man 

O 3 dag 
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dnuggar(zr -I) Gr-n+n(2)" pr-n and I 


* an) e 101—1) nen I) (n—2) (n-3 e 
Tarar-ı)ga 1.2 2( T1022) (2-3) p 
rr Ir—2) n(n 1) (n 5) a & . Fr 
1 2 3 21( r I.. (ar — 5 4 J 
Als einen beſondern Fall wollen wir 
f . 7 
u= —— 
Vı — x’ 


nehmen; fo haben wir 


1 — F p N 

a 1 J = = * 

10 — 8 4 

c=—1j J 

und es koͤmmt 
An, . = 
Vi x 
TA nandxn ff „ n’n—I) 
dl SE X* Duff 0 2 1. 2. X 
＋ 23 -D -N . 9 
2. . A. 


Dies iſt das Reſultat zu welchem Euler iu ſeiner abdaud⸗ 
lung vom Differentialcaleul, durch Induction gelangt iſt, 
und welches Lagrange directe nach dem vorhin ayseinans 
dergeſetzten Verfahren gefunden hat. 

Es folgt aus Nr. 2, daß, wenn » den Sinus eines 
a y vorgeſtellten Bogens bezeichnet, man haben wird 


und folglich 


da 
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* - =) dz 


d denfz 
Die vorſtehende Reihe durch dn dividirt, . alſo den 
Werth von 


Von der Differentiirung ſolcher Funetionen die eine beliebige Anz 
zahl veraͤnderlicher Groͤßen enthalten. 


Wir werden uns nicht viel mit ſolchen Functionen 


beſchaͤftigen, welche von drey oder von einer groͤßern 
Anzahl veraͤnderlichen Groͤßen abhangen, weil es leicht 
ift, daß in den vorhergehenden Nummern Geſagte zu 
verallgemeinern. Man ſieht auch wirklich, daß man in 


dem Falle, wo u eine Function von drey veränderfichen - 


Größen x, y und z vorſtellt, zuerſt die Nr. 20 gegebene 
Entwicklung erhalten wuͤrde, indem man bloß auf die 
Aenderungen von x und y Ruͤckſicht nimmt; um endlich 
zu finden was entſteht, wenn 2 einen durch! vorgeſtell— 
ten Zuwachs erhält, fo braucht man nur die Größen 

du dad den 
by d dy 
als Functionen von z allein zu betrachten und an ihrer 
Stelle die Reihen zu ſetzen, welche man erhaͤlt, indem 
man vom Tahlorſchen Lehrſatz Nr. 12 Gebrauch macht. 
Diejenige Reihe, welche man für den Differential-Coef⸗ 
ficienten 5 


u, 


„„ ® 


an fma 
Ayndxm 
fosfituiren muͤßte, würde zum allgemeinen Gliede 


8 drtofing 
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dpꝶn Ip 


dap dyn qm 12 p 
haben und weil 


. 5 dynaxm 

mit dem Product N 

b kuhn 

1.2. n XI. 2. m 

behaftet iſt, ſo findet man, daß das allgemeine Glied 
von der Entwicklung der Function u (in dem Fall wo 


die drey veraͤnderlichen Größen von denen ſie abhängt 


ſich zu gleicher Zeit verändern) durch 


dpfntmu Ipkahm . 
der dyn dm 1. 2 . . p I. 2 n XI Z. m 


ausgedruͤckt iſt. Wird dieſes Reſultat durch das Pro⸗ 
duct 1. 2. (p n * m) multiplicirt, und dividirt, fo 


konnte man ihm folgende Form geben / 
1 dpfafmu 1. 2 5 


12. (pn fm) dp dyn dym 1.2. 288 2. n. 2 m 
Da nun der letzte Theil dieſes Ausdrucks das allgemeine 
Glied der Entwicklung von 

(IKT) fam (Einl. Rr. 19) 


iſt« fo kann man die Entwicklung des neuen Zuſtandes 


von u bilden, wenn man jedes Glied 

8 Ce K Ge 
1 In 1.23 
durch den Differential: Coefficienten multiplicirt welcher 
den Potenzen des Zuwachſes, womit dieſe Glieder behaf⸗ 
tet ſind, analogiſch iſt. 


„25 « 


. 39. 


1 
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Man ſieht jetzt ein, wenn u eine Function von einer 
beliebigen Anzahl veränderliher Größen * y, 2, t 
vorſtellt, und wenn darin * T bay & k, 2 titten 
an die Stelle dieſer veraͤnderlichen Größen ſubſtituirt 


wird, daß ſie in einer Reihe von Gliedern entwickelt 


werden kann, welche allgemein durch 
dintarptapg E 
——ũ—̈äꝓũjñ—— — —— „))) 
dxaudyrdzpdtd . . I. I. m I. 2. nA I. 2. 5 ICH 


vorgeftellt find, oder welches auf eins herauskoͤmmt, 


durch 5 
dmfutpfaf . u Mhmpelpga . : 
damayndzpdtd, . L.. n Tn TBA F.) 
wo M den Coefficienten von hmkalpgg in dem zur Potenz 
in Tu Tp TAT. erhobenen Polynom bi 811 
Tg .. bezeichnet (Einl. Nr. 19). 
Man wird noch von der Entwicklung der Reihe 
I e f HH 
N 1 a, 
zu der Reihe des neuen Zuſtandes der vorgegebenen 
Function übergehen, indem die Glieder der erſten Reihe 
durch die Differential = Coefficienten multiplieirt werden, 
welche ihnen reſpeetive analogiſch find. s 
Es iſt wichtig zu bemerken, daß der Werth des 
Coefficienten ö 
dmacyppfd run 
dcr öde td 5 
ſich nicht Ändert, in welcher Ordnung auch die angezeig⸗ 
ten Differentürungen e folgen; 8. . der 
Ausdruck 


0 


Änsm+pzgtr* 
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dnm pft u 
8 . dyndamdardın. .. 

koͤmmt mit dem vorhergehenden überein. Um ſich 

davon zu uͤberzeugen, ſo iſt es hinreichend, zu beobach⸗ 
ten, daß man von 

Fx, y 25 1 9 zu ferh, yk, 2 Tt, teig +. 5 
übergehen kann, indem man ſucceſſive die Größen x, y, z 
in beliebiger Ordnung ſich verändern käßt, wenn man nur 
Rückſicht auf die Veränderung nimmt, welche jede unter 
ihnen für ſich erhalten hat: dies iſt nach dem Rr. 26 ge⸗ 
gebenen Beyſpiel Aber die ae mit zwey veraͤnderli⸗ 
Groͤßen evident genug. 
Das nemliche kann auch noch bewieſen werden, wenn 

man von der Gleichung 5 

du . d’u 

dyda dxdy . 
ausgeht; denn wenn man die Formel 

dum+n4ptgt eu 

demdyndzpdtt. ö 

wie in Nr. 27 entwickelt, dergeſtalt, daß man zwey 

nächft auf einanderfolgende Differentiirungen unter den 
angezeigten iſolirt, fo koͤnnte man fie unter einander vers 
ſetzen; und wenn man dieſe Operation wiederholt, fo 
kann dadurch die Ordnung der Differentiirungen in den 
vorgegebenen Coefficienten beliebig verändert werden ). 

e 39. 
\ 

1) Man hat in mehreren Elementarbüchern bewieſen, daß die 
Produete ab und ba identiſch find. und hat hierauf ange⸗ 
nommen, man konne eine jede beliebige Anzahl von Groͤ⸗ 
ßen in einer willkührlichen Ordnung durch einander multi⸗ 
plieiren, ohne daß ſich ihr Product veraͤndere. D' Alem⸗ 


bert hat bemerkt daß dieſer Satz, den man mit Unrecht 
als 
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Giebt man m, n, p, q.. . alle moͤgliche Werthe 
in ganzen Zahlen, ſo wird man daraus die verſchiede⸗ 
nen Glieder von der Entwicklung der vorgegebenen Func; 
tion bilden, und indem man ſich auf diejenigen Glieder 
einſchraͤnkt, wo die Zuwachſe nicht den erſten Grad übers 
ſteigen, ſo hat man | 

du du du 

et 1 * S 
wird h, k, I. g. . . . in dx, dy, dz, dt verändert, und 
die urſpruͤngliche Function abgezogen, fo wird das Reſul⸗ 
tat das erſte Differential von dieſer Function ſeyn: man 
hat alſo 

a0 S gh 4e 4 J ey 1. 8e de . ff 4k H. 


woraus folgt, daß 706 Differential ſeiner Func⸗ 
tion von einer beliebigen Anzahl veraͤnderli⸗ 
a cher 


als durch ſich ſelbſt evident anfahe, ſich durch ein Raiſon⸗ 
nement, welches dem vorhin Angewendeten analogiſch iſt, 
erweiſen laſſe. In der That, wenn man das Produet 
abedef. .. wie folgt ſchreibt abe de cf... und die bey⸗ 
den aufeinanderfolgenden Faetoren de unter ſich, verſetzt, 
fo kommt abcedf. .. Es iſt leicht zu ſehen, daß man 
durch neue Zerlegungen eine beliebige Veränderung in der 
Ordnung der Factoren vornehmen koͤnne. 

Die deutſchen Mathematiker namentlich der Hr. Hofe. 
Käſtner hat dieſes in feinen bekannten Anfangsgr. der 
Math. ſtrenge erwieſen, auch dieſes, daß 

a c C 


. 
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cher Größen gleich iſt der Summe der Partia⸗ 
len: Differentiale die in Beziehung auf jeder 
dieſer veränderlichen Größen genommen find. 

Was die Differentiale der höheren Ordnungen bes 
trifft, ſo kann man ſie ſucceſſive von einander und von 
der erſten ableiten, und man wird zwiſchen ihnen und 
zwiſchen den Potenzen des Polznoms dxtdytdrtätt ... 
die nemliche Analogie finden, welche man (Nr. 31) zwi⸗ 
ſchen den Differentialen der Functionen von zwey veraͤn⸗ 
derlichen Größen und den Potenzen des Binomiums dx--dy 
bemerkt hat. Es geht aus dieſer Analogie hervor, daß 
alle Glieder in dx, dy, dz, dt . .. gleichartig, und von 
einen durch den Exponenten ihrer Ordnung angezeigten 
Grad ſeyn werden; und endlich daß, wenn man dx, dy, 
dz, dt. . . für h, k, I. g. . ſubſtituirt, man noch für 
die are von u in dieſer Hypotheſe, 

a u d’u 
u +2 7 "+ 8 ar rue — 

haben wird, Fa ne daß 55 in Nr. 34 gemachten 
Bemerkungen auf alle Functionen von jeder beliebigen 
Anzahl von veränderlichen Groͤßen, ausgedehnt werden 
muͤſſen. 

Wir werden hier das, was die explieiten Functionen 
betrifft, beſchließen, um zur Unterſuchung der Differentia⸗ 
len der impliciten oder der nur durch Gleichungen ges 
gebenen Functionen uͤberzugehen. 


40. 
Von der Differentiirung der Gleichungen. 

Wenn man zwiſchen den beyden unbekannten Größen 
* und y die Gleichung f(x; y) = o hat, Ho iſt augen⸗ 
g ſcheinlich, daß ſobald der Werth von einer derſelben ges 
gebe⸗ 


3 
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geben oder willkuͤhrlich angenommen iſt, der Werth der 
andern bekannt ſeyn wird. Die zweyte iſt alfo eine Func⸗ 
tion von der erſten, und eben ſo auch umgekehrt. Es 
folgt hieraus, daß wenn x z. B. einen durch h vorge: 
ſtellten Zuwachs erhält, y auch eine Veraͤnderung erleiden 
muß die der Veränderung von x untergeordnet iſt. Be⸗ 
zeichnet man dieſe Veränderung durch k, die nichts an⸗ 
ders als eine Vermehrung oder Verminderung ſeyn kann, 
fo koͤmmt y + k an der Stelle von y: da aber der Cal⸗ 
cul allemal die in dem Zeichen gemachten falſchen Anz 
nahmen verbeſſert, To wollen wir bloß y + X ſchreiben, 
weil man in dem Falle wo der Werth von y ſich vermin⸗ 
dert, wenn der Werth von * zunimmt, kalsdann h negas 
tiv finden wuͤrde. i 
Dies vorausgeſetzt, wenn die Größen x ＋ h, y ＋ K 
neue mit d nnd mit dy correſpondirende Werthe find, 
ſo muͤſſen ſie auch der vorgegebenen Gleichung Genuͤge 
leiſten, d. h. man muß noch Fl + h, 5 ＋ K) = o ha: 
ben. Aber vermöge der Hypotheſe leiſten x und y der 
Aurſprüͤnglichen Gleichung fs, „) = Genuͤge; folglich 
enthalt die vorhergehende Gleichung nur zwey unbekannte 
Größen b und k, wovon die eine beſtimmt ſeyn wird, 
wenn man der andern einen Werth beygelegt hat. 
Betrachten wir nun y als eine Function von , fe 
haben wir nach dem Theorem von Nr. 12, 
dy h 8 d’y h 
n F 
ſtatt y, wenn x, x + h wird; und wenn man die Diffe⸗ 
rential⸗Coefficienten 
dy d’y d'y 
dx” d dx 
durch 75 70 N 
I. Theile 5 vor 


2 „ 
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vorſtellt, ſo wird die in den Werth von y vorgegangene 


Veraͤnderung 
1 * 2 1.2803 
dieſe Reihe ſtatt k in der Gleichung 0 
f FE I b, 5 
ſubſtituirt, wuͤrde dieſelbe unabhaͤngig vor jeden beſon⸗ 
dern Werth von h identiſch machen, wenn die Coeffis 
cienten y“ 5“ 7 . .. der Natur der Function y gemaͤß 
ausgedruͤckt waͤren. Wenn man aber Gebrauch von der 
Formel Nr. 25. macht, fo kann man, was auch immer 
die Zuſammenſetzung der durch den Buchſtaben / bezeich⸗ 
neten Function ſeyn mag, fix Tb, y Tk) nach den 
ganzen und poſitiven Potenzen von h und k entwickeln; 
ſetzt man endlich an die Stelle der Potenzen von k, die⸗ 
jenigen der Reihe 5 
N 
i 3% 1% 49,3 
fo hat man nothwendig zum Reſultat einen Ausdruck von 
der Form * a 
FY Tb F Fah T Pb T. o; 
wo Pr, Pe, Ps bekannte Functionen von * y, 5%, . 
ſind. Aber nach dem was vorhin geſagt iſt, muß der Zu⸗ 
wachs h unbeſtimmt bleiben, weil er willkuͤhrlich anges 
nommen werden kann, man muß alſo zu gleicher Zeit 


haben 5 . 


F(x, ) = o 
P. 2 0 
1 8 
en 
E 
8 


Da 
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Da die erſte dieſer Gleichungen die Vorgegebene ſelbſt iſt, 
fo lehrt fie uns nichts neues; nur die folgenden beſtim⸗ 
men die Coefficienten 5% “ y“... und wir wollen 
jetzt zeigen, wie man ſie von einander ableiten kann, oh— 
ne daß es nöthig ft FX Th. yk) unmittelbar zu ent⸗ 
ae 


au 


Die Art wie man in Nr. s bewieſen hat, daß jeder 
der Coefficienten X.; X., X, der verſchiedenen Potenzen 
von k, in der Entwicklung von f(x+k) ſich von der ihr 
Vorhergehenden, durch ein gleichfoͤrmiges Verfahren ab: 
leitet, iſt auf den gegenwaͤrtigen Fall anwendbar. 

In der That man muß auch hier wie im angefuͤhr⸗ 
ten Artikel, das nemliche Reſultat finden, es mag h-+h/ 
ſtatt h in der Reihe 

YA T eh I ph! ＋ Ph? 
gefchrieben, oder angenommen werden, daß ſich * in den 
Functionen 
* 
in x + h verändern; denn die eine Subſtitution ſowohl 
als die andern verändert » in x“ h ＋ he, in y und 


in F. y). 
Wenn aber „ x + h“ wird, ſo wird 


1 = DU pe? 
Y als Function von x betrachtet y + + 
% h? 
5 EEE EEE 0b „ 
f 9% h „ iv? 


Pa ; und 
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N und es iſt leicht zu ſehen, daß, wenn man dieſe neuen 
Werthe in einer beliebigen Function der Größen x, y. 
7% %. . u. ſ. w. ſetzt, fie die Form einer nach den 
ganzen und poſitiven Potenzen von h“ geerdneten Reihe 
annehmen wird. Wenn man noch daran zweifelte, fo 
braucht man nur um ſich davon zu uͤberzeugen, beobach— 
ten, daß, wenn man annimmt x, y, y/, y“ werde reſpec⸗ 
tive x ＋ h, y T k, y“ ＋ k, 5 ＋ K“. .. man 
immer (Nr. 38) dieſe Function nach den ganzen und poſi⸗ 
tiven Potenzen der Groͤßen be, k, k, E,. .. entwickeln 
könnte; aber in den vorhergehenden Hypotheſen ſtellten 
k, k“, k“ . .. nach den ganzen und poſitiven Potenzen 
von h“ geordneten Reihen vor; man wird alſo nach dieſen 
Betrachtungen haben 
FY) + Pe + Ph r 2 NN 
P. ＋ Pech! ＋ Ph. . ſtatt 
Pa Ph“ PANNE +.) 


macht man bey dieſen Entwicklungen die nemlichen Ope⸗ 
rationen und dieſelben Raiſonnements, die man über ihre 
analogen in den vorhin angeführten Artikel gemacht hat, 
fo wird man finden, daß die ſucceſſive Ableitung der 
Coefficienten, P., Pa, P,, die nemliche iſt als die der 
Coefficienten X., X., X. . . 3 d. h. wenn man die Zune | 
tion fix,y) durch u bezeichnet und den Coefficienten dee 
erſten Potenz von h in der Entwicklung von u, welcher 
durch die Subſtitution von x + h ftatt x entfteht, u“ 
nennt, eben ſo den nemlichen Coefficienten in Ruͤckſicht 
auf u', u“ nennt; und den nemlichen Coefficienten in Abs 
ſicht auf u%u““ nennt, und fo weiter, fo wird man haben | 
= 
P. = | 
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, 7 7 ö 

P. — u“ O 
f 1 

u | 5 i | 1 
Pier en sworaus man zieht. u“ 0 

P . | | 711 
m — 1 

8 1. 2 3 a L 
u. ſ. w. u. ſ. w. 
42. 


Nichts iſt leichter als die Groͤßen u', u“, u“ ““. 
zu bilden, denn wenn man durch die Buchſtaben h und k 
die Veranderungen anzeigt, welche x und y in der Zune! 
tion Y, ) oder u erlitten haben, fo erhält man (Nr. 32) 


. 
f&+h y- = u+ 8 | 


7 2 

da aber k wieder die Reihe 2 IR — .. Verſtellt, 
und da man nur den See egen 955 Gliedes ſucht, 
welcher durch die erſte Potenz von h multiplicirt iſt, ſo 
muß man ſich, in der vorhin dargeſtellten Entwicklung 
auf diejenigen Glieder einſchraͤnken, wo die Zuwachſe h 
und k nur bis zum erſten Grade ſteigen und ſich nicht 
miteinander multipliciren, und auch zu gleicher Zeit nur 
das erſte Glied des Werthes von k in Rechnung brins 
gen: mit dieſer BR wird man finden 


. * 0 U 


und folglich 
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Da der Edefficient y‘ in dieſer Gleichung nur vom erſten 
Grade iſt, ſo wird es möglich ſeyn daraus den Werth in 


* und in y zu finden, wenn man die Größen = und Er 
AN 


durch die Differentiirung der Function u in Beziehung 
auf jede der veraͤnderlichen Größen x und y die als 
voneinander unabhängig betrachtet ſind, gebildet hat. 
Aber das Differential von u unter dieſen Geſichtspunct 
geno amen, iſt i 
5 dx +2 — 5 (Rr. 28); 
dividirt man daſſelbe 85 dx und bringt das Reſultat 
auf Null, fo kommt f 
5 du du dy 5 
Wenn dieſe Aesch mit 
\ du 
dy 
peuglichen wird, fo Er man, daß 
dy 
dx 


* o 


das nemliche iſt als 5. 
Es folgt hieraus, daß man, um den Differen⸗ 


tial-Coeffiefenten der erften Ordnung von ei⸗ 


ner impliciten Function die durch eine Gleis 
chung zwiſchen zwey veränderlichen Großen x 
und y gegeben iſt, zu finden, dieſe Gleichung 
diffetentitren muß, als wenn die veränderli⸗ 
chen Größen voneinander unabhangig wären, 
nachher das erhaltene Reſultat gleich Rull 


d 
ſetzen und deg Werth von = nehmen muß, 
4 a a . Man 
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Man wird auch bemerken, daß man, wenn y als 
eine Function von x betrachtet wird, haben muß 
dy = y’dx, und daß folglich dy jetzt uicht mehr den hy⸗ 
pothetiſchen Zuwachs der veraͤnderlichen Größe y vorſtellt / 
ſondern das Differential der durch dieſe veränderliche 
Größe bezeichneten implieiten Function. Uebrigens verei⸗ 
nigen ſich dieſe beyden Annahmen in eine, wenn y unab⸗ 
haͤngig von x iſt; denn in dieſem Fall iſt die Differenz 
zwiſchen zwey von ihren aufeinander folgenden Werthen 
keiner Entwicklung fähig, und fie enthält nur ein Glied, 
welches zu gleicher Zeit die Differenz und das Differen⸗ 
tial ausdruͤckt, 


43: 

Um u“ zu bilden, fo muß man beobachten, daß u 
außer den beyden veraͤnderlſchen Größen x und y, noch 
den Differential-Coefficienten der erſten Ordnung y entz 
Hält, welcher ſich, wenn x, x + h wird, in 


verändert, betrachtet man aber u“ als wenn es drey ver⸗ 
änderliche Größen x, y und y“ enthielte, und ſubſtituirt 
z r 
ſtatt dieſer veränderlichen Größen, fo wird man haben 
„ du“ du 
o 27 k+ dy 
J Re . 
fegt man endlich für k und k! ihren Werth in der Hy⸗ 
- pothefe, wo y und 5“ als Functionen von x betrachtet 
ſind, und ſchraͤnkt ſich, wie in der vorigen Rummer, 
auf die erſten Glieder y’h und /h ein, fo wird man 
zum Coefficienten der erſten Potenz von h 
P 4 u 


2 
K“ 
J 


finden. 
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Wenn man das Differential von u“ genommen, und 
die drey veränderlichen Großen x, y und y“ als von ein? 
ander unabhängig angeſehen hätte, fo wuͤrde man haben 


du du“ d 
* dx a 
Er x „5 


dividirt man durch dx, und 5 die Gleichung auf Null, 


ſo kommt 
du / du’ 4 du“ dy“ 
d dy dx 5 dy/ dx pr: 
eine Gleichung, welche der vorigen . wird, wenn 
man annimt, daß 
dy = y’dx] 
Ay Klar! 
2 wenn man y als eine Function von x anfleft. 
Man erhältalfo die Gleichung, welche die 
Beziehung zwiſchen den Differential: Coeffis 
cienten der erſten Ordnung und den der zweyten 
Ordnung ausdruͤckt, wenn man denjenigensoef⸗ 
ficienten, welche den erſten Coefficienten bez 
ſtimmt, differentiirt, und dieſen Coefficienten 
ſelbſt als eine neue veränderliche Größe 
anſieht. 


a 44. 


U enthalte ganz allgemein x, y. „ „%¼, y, 
um den Coefficienten der erſten Potenz von h zu finden, 
wenn man dieſe Function entwickelt, nachdem 


x+h 


\ 
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ziſtatt ð 


x ＋ h 
h 

yt- Mus ai At 
75 1 

7 * we 2 
11 RL ae u. ſ. w. 


ſubſtituirt iſt, ſo nehme es zuerſt an, daß die beräns 
derlichen Größen x, y, % / y,“, ... von einander üns 
abhängig find. Bezeichnet man die reſpectiven Veraͤnde⸗ 
rungen die ſie erlitten haben und ſchraͤnkt ſich wie es 
ſeyn muß auf die Glieder ein, in welchen die Groͤßen 
h, k, kt, k“ . .. nicht die erſte Potenz überfteigen, fo 
wird U 

Ur = 3 Zt re 1 K. 
Nimmt man aber nur auf dir erſte Potenz von h Ruͤck⸗ 
ſicht, ſo muß man 


5h I] ſtatt k 

17h | K 4 
8 

7 ˙ h | K „7 

y’vh J. K /* 

u. ſ. w. u. ſ. w. 


ſetzen; ſo wird der Coefficient von h nach dieſen Subflis _ 
tutionen f 


d du en 

N 1. 7 

dx dy! ar T4 1 575 Te 
ſeyn. 


Es folgt hieraus, daß wenn U cs die Gleichung iſt, 
welche die Beziehung zwiſchen x, y und den Coefficienten 
N . ſo wird 

du dU 


d d 
1* 
ar T dy) ur te ne ee 0 


P 2 die 
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die Gleichung ſeyn, welche daraus fuͤr die naͤchſthoͤhere 
Ordnung. entſteht, und einen Differential; s Corfieienten 
mehr enthalt. Man ſieht auch wirklich, daß wenn y“ 
der Coeffieient der hoͤchſten Ordnung iſt, welche ſich in 
US o befindet, fo wird die eben erhaltene Gleichung 
5“ enthalten. Es iſt noͤthig zu bemerken, daß der letzte 
eingeführte Differential-Coefficient nur bloß in der ers 
ſten Potenz erſcheint, und daß man ihn folglich immer 
durch xy, /, 5%, 5 . ., beſtimmen kann, ohne auf 
unmögliche Großen in den Ausdruck feines Werthes zu 
ſtoßen. ö 5 

Die Differentiirung der Function -U die verrichtet 
wird indem man X /y, y, y“ . . . als fo viel von eins 
ander unabhaͤngige Groͤßen anſieht, giebt nachdem man 
durch dx dividirt und das Reſultat auf Null gebracht 


hat 
du du dy dU dy- du dy“ au d 7 
dx d dx d) dx dy dx d % n 


oder wegen der Beziehungen, welche zwiſchen den Groͤ⸗ 
fen y, „, y,, y“, ſtatt finden (Nr. 11) die nemliche 
Gleichung als kurz zuvor. 

Man kann alſo aus dem Vorhergehenden ſchließen, 
daß die Gleichungen, welche die Beziehungen 
der Differential- Coeffieienten einer implis 
citen Function die durch eine Gleichung zwi⸗ 
ſchen zwey veraͤnderliche Großen gegeben iſt, 
ausdruͤcken, ſich voneinander durch fucceffive 
Differentiirungen ableiten, indem man jeden 
dieſer Coefficienten als eine neue veränderlis 
che Groͤße behandelt. 


Principien des Differentialcalculs. 235 


F% 


Da der ee Snehiniem der erſten Ordnung 5 


wie gewoͤhnlich durch 4 2 Z bergefelt in, ſo wird fein 


„ dsy ; es 
Differential 115 ſeyn, weil dx welches hier die Stelle des 
0 0 


willkuͤhrlichen Zuwachſes von h vertritt, als unveränders- 
lich angeſehen werden kann. Aus dem nemlichen Grunde 
wird das Differential des Coefficienten der zweyten 1 75 
eig 

dy  d’y 

dx?’ dx? 


ſeyn; und fo mit den übrigen, Man muß alfo die Grö⸗ 


ßen x, y, dy, d’y, d’y... as eben ſo viel befondere 
veränderlichen Große anſehen, die Gleichung, welche dies 
ſelben enthält in Beziehung auf jede von ihnen differen⸗ 
tiiren, und die Summe der Partial- Refultate nehmen. 
(Nr. 39). Die folgenden Beyſpiele werden dieſe Regeln 
noch mehr aufklären, und die Natur der Differenz 
tial⸗Gleich ungen erkennen laſſen: fo nennt man je⸗ 
de Gleichung welche Differentiale oder Differential-Coef⸗ 
ficienten in fi. begreift, und ich werde urſpruͤngliche 
Gleichungen diejenigen nennen, welche deren keine 
enthalten. 


46. 
5 ſey die Gleichung 


5 — amxy #3? — a? mo; 
diferentürt man die erſte Haͤlfte in Baachng 0 auf y und 
% fo findet man 
aydy = amxdy — A F2xdx = G 


2 


obe 
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oder 

5 = mx) dy — (my — ) dx S 0 

wo der gemeinſchaftliche Factor 2 ausgelaſſen wird. 
Wenn man y als eine Function von x betrachtet, fo hat 
man fuͤr den Ausdruck ihres Differentials 


* (my — g dx 


* K 
und der Differential -Coefficient wird 
dy my — X 
d 88 y — mx 
Man kann y aus beyden Reſultaten mit Huͤlfe 
der vorgegebenen Gleichung fortbringen; denn wenn 
man ſie aufloͤßt, ſo hat man 
1 D mx Ve Ir f m N N 
ſubſtituirt man dieſen Werth in den Ausdruck von ay, fo 
kommt 
2 „ 
5 4 „mex Va Een x Las 2 
L . Va- x mx J 
— x? + m’x 


mdx . 1 — dr. 
Cu = x? m 
Man ſieht leicht, daß die beyden Werthe von dy die 
man hieraus ziehen wuͤrde, die reſpectiven Differentiale 
der Werthe von y ſind, die in 
1 mx Va N Tm 
enthalten ſind. 


Wenn man ſtatt die vorgegebene Gleichung aufzuld⸗ 
fen, um daraus die Werthe von y zu ziehen, dieſe veräns 
derliche Groͤße . den beyden Gleichungen 

* — amy T Xx — a 
(y mx) dy — (my — dx = ar 
Aimi⸗ 
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eliminirt hätte, fo wuͤrde man ſogleich zufolge der zwey⸗ 
ten haben, 
8 x(mdy — dx). 

dy — mdx 
ſubſtituirt man dieſen Werth in der erſten, ſo kommt 
nach den Reductionen; 

(xa —m’x’)dy”—(amx’—ama’—am’x?;dxdy 


7 — 


(X = m’x’—a’m’)dx? = o 

Dleſe letzte Gleichung wuͤrde, nachdem ſie in Beziehung 

auf dy aufgeloͤßt waͤre, die vorhin gefundenen Werthe ger 

ben. Man koͤnnte auch daraus unmittelbar den Diffe⸗ 

rential-Coefficienten finden, man brauchte zu dem End- 

zweck die Gleichung nur durch ‚dx? zu dividiren, und 
wuͤrde alsdann erhalten haben, 

(a mex) 425 u _ 
+ x’—m’x’—a’m? =o 
befreyt man die zweyte Potenz des Differential-Coeffi⸗ 


3 d Se; * 1 4 * 
cienten, die durch os ausgedtäct iſt, von ihren Coeffi⸗ 


eienten, fo kommt 


dy⸗ amdy x mx am 
„ ... ͤ ͤ— — 8983 
dx” dx x? a?—ın?x* 
} 
47. 


* 

Es iſt leicht das Vorhergehende auf zuſammengeſetz— 
tere Falle anzuwenden, oder in welche die veraͤnderliche 
Grote zu einen hoͤhern Grad fteigen. Wir wollen ans 
nehmen man hätte 

„ — Zaxy Xx O 
die Differentiirung giebt 


> 


Zydy 


U 
238 Etrſtes Kapitel. 


3yedy — Zaxdy — 3aydz ＋ 3 dx 6 
und folglich 


Da in dieſem Beyſpiele die Function y durch eine 
Gleichung vom dritten Grade gegeben iſt, ſo muß ſie 
drey Werthe haben, und indem mnn dieſelben ſucceſſive 


a d er 
in den Ausdruck von = ſubſtituirt, fo wird man eine 


gleiche Anzahl von Werthe für den Differential-Coeffi— 
cienten erhalten. Man ſieht ganz allgemein, daß dieſer 
Coefficient immer eine ſolche Anzahl von Werthen haben 
wird, als deren die Function y in der vorgegebenen 
Gleichung faͤhig iſt: eben ſo wird es ſich in Abſicht des 
Differentials verhalten 
Wed man y 5 den beyden Gleichungen 
— Zaxy Xx S ) 
y?2dy — en — aydx + dx 0 
eliminirte, fo wuͤrde man zum Reſultat eine Gleichung 


voch dritten Grade in Beziehung auf ay haben, welche 


die drey Werthe die diefes re haben kann, 
enthi ielte, 
> 48. 
\ d 
Hätte man den Ausdruck von ay oder von = gefun⸗ 


den, ſo würde man nach einer neuen Diſſerentiirung zu 


dem Ausdruck von d* 


Wir werden uns noch der Gleichung 
5 — ax y H O. (u) 


bedienen, um daß uͤber dieſen Gegenſtand Geſagte ver⸗ 
ſtaͤnd⸗ 
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ſtändlich zu machen. Da das erſte Differential dieſer 
Gleichung, wie wir vorhin geſehen haben, 
yzdy — axdy — aydx F727 ie 
iſt, fo muß man um das zweyte Differential zu haben 
nach der Nr. 43 gegebenen Regel in Beziehung auf dy 
auf y und auf x differentiiren. Thut man dies, io wird 
kommen 
y?d?y—axd?yı—aydydy A tage al 
und nach der Reduction hat man 
(ya—ax d?y-Hiydymzadsdy+2xdk?=o,.. (dau) 
Dies iſt das zweyte Differential der vorgegebenen 
Gleichung; wenn man es mit dem erſten Differential ver— 
bindet, fo kann man ay eliminiren, nnd das Reſultat 
wird den Ausdruck von dzy in x, dx und 5 geben. 
Wenn man will, fo kann man auch die Function y vers 


mittelſt der vorgegebenen Gleichung fortſchaffen. 


Dividirt man die Gleichung (dzu) durch xz, fo 
nimmt ſie die 81 8 


0 
an, und 17775 nur der die TR i@seffieienten 
a’y dy 
da und 9 


Wird att 2 ſein aus (du) gezogener Werth 
2.—— 
1 
geſetzt, ſo 2 5 
—* 2 AF : 
00 5 — + 27 =) — 2a Eee 


und wenn man m. ale auf Ame Nenner reducirt, 


ax)? 
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2 v 

(y2—axz)’ (+ sur: ＋ * ＋ a2 R = 03 
aber die Groͤße 
axy? — Gax zy + 2 
iſt nichts anders als f 

a G Zaxy + ). 2, ! 
‚fie iſt alſo kraft der vorgegebenen Gleichung Null, und 
man hat folglich 


8 5 
5 — ax)’ 42 ＋ 2a xy =o 
oder 
dy 22 
a er; 


Differentiirt man (deu) in Beziehung auf dy, ay, 
y und x, fo bildet man dadurch das dritte Differential 
(du), und zieht daraus den Werth von d’y, wenn dy 
und dy mit Huͤlfe der Gleichungen (du) und (d?u) eli⸗ 
minirt find; das Reſultat durch dx’ dividirt giebt den 
= a’ 

Ausdruck des Coefficienten 35 

Setzt man dies fort, ſo bekoͤmmt man die hoͤhern Diffe⸗ 
rentiale. 


49. 
Was auch immer die Gleichung u = ofey, fo wird 
doch ihr erſtes Differential 
du du 
J. dx + 85 dy 2 
ſeyn, und folglich die Form 0 
175 Mdx + Ndy = o t 
haben; ihr zweytes Differential in Beziehung auf x, y 
und dy genommen, wird, wenn man beobachtet, daß 
du 


* 
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du d du 
dx an dy 
nicht 55 dy enthalten, 
d’ u od’u 
dee * ＋ Ar dxd 74 5 e + de mm 0 


oder von der Form 
Pdx* + Qdxdy + Rdy? + Nd’y = o; 
das dritte Differential wobey in Beziehung auf x, y, dy 
und d’y differentiirt iſt, wird 
8 2d’u 


5 + dx 
G +3d0 zd’u 25 94 we 
dx 24 — — Y 2 
858 Tad d dy 74 5 —dxdy ＋ %% 3d d’y 
Be 


oder von der Form 
i Xdx 2 
San 4. Täxtdy + e gen 
und fo fort. 

Alle dieſe Gleich ungen find in Abſicht der Differen⸗ 
tiale von dy und der Potenzen von dx, homogen, wenn 
man ay mit dx, d’y mit dx?, dy’ mit dx: vergleicht; 
dividirt man alſo dieſelben reſpectibe vurch dx due, dx . 
ſo wird man die Beziehungen erhalten, welche zwiſchen 
denen Differential: Eoeffieienten ftatt finden, und es wird 
alsdann kommen 


a7 
dy dy⸗ dy 
Pr Ae e = 6 
EV E dl du, 4 N. 
LTV . AR 
K ger = data re Fe er 0 
u. ſ. w. 5 


1. Theil TEE N 
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50. 


Die Bemerkung welche wir (Nr. 15) über die beftän- 
digen Größen gemacht haben; die durch die Differentiis 
rung der Functionen verſchwinden, kann ebenfalls auf 
Gleichungen angewendet werden. Wenn man z. B. 

5 ax ＋ b 
Hätte, fo wird das Differential 2y dy = adx da es un⸗ 
abhaͤngig von b iſt, jeder der beſon dern Gleichungen zu⸗ 
kommen, welche aus der vorgegebenen entfiehen, wenn 
man b alle moͤgliche Werthe giebt. 


Man kann aber auch im gegenwaͤrtigen Falle zu ei⸗ 
ner von h unabhängigen Gleichung gelangen, obgleich 
die Differentiirung dieſe beſtaͤndige Groͤße nicht verſchwm⸗ 
dend machte; man braucht nur deshalb a zwiſchen den 
beyden Gleichungen a 

52 D ax & b) 
2ydy = adx J 
zu eliminiren, und findet alsdann 
yꝛdx = 2xydy + bdx 
Obgleich dieſe letzte Gleichung nicht das unmittelbare 
Differential der vorgegebenen Gleichung iſt, ſo ſtammt 
fie doch davon ab, fo daß dieſelbe, nachdem fie durch dx 
dividirt wird, die Beziehung ausdruͤckt, welche zwiſchen 
der veraͤnderlichen Groͤße x, der Function y und dem 
Coefficienten 2 ftatt findet, was auch a ſey. 
Wenn die beftändige Größe die man eliminiert, in der 
vorgegebenen Gleichung nicht vom erſten Grade ift, fo 


wird das dadurch enrſtehende Reſultat noch Höhen Pos 
tenzen von dy und dx ee als Ke * Witz 


wollen z. VB. 


N 
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52 — aay + x2 = as 
nehmen; nach der Differentiirung findet man 
f ydy — ady + xdx = O 
woraus a 

ydy + xdx 
= dy 
dieſer Werth in der vorgegebenen Gleichung ſubſtituirt, 
giebt wenn zuvor nach dy geordnet und durch dx? 17 
dirt wird; 


3 


dy? d 
ya J. * S 0. 
dx 


Dies iſt die Beziehung, welche zwiſchen der veränderli⸗ 
chen Größe x, der Function y und ihrem Differential, 


i d A 8 
Coefficienten = unabhängig von jedem befondern Wer⸗ 


the der beftändigen Große a, ſtatt finden muß. 
Wird die Gleichung 
572 — ay ＋ * = a 

in Beziehung auf à aufgelößt, fo hätte man 

a =— yE VV T 
und weil a von den veraͤnderlichen Größen x und y be | 
freyt iſt, fo wuͤrde a durch eine einzige Differentiirung 
verſchwunden ſeyn; man haͤtte gefunden a 


l oydy + xdx 
. 


a2 + 8 
Schafft man das Wurzelzeichen fort, ſo wird man ſich 
dadurch überzeugen, daß diefe Gleichung die nemliche it 
als diejenige, welche wir durch die Eliminirung erhalten 


haben. 


\ 
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Man kann ſo viel beſtändige Großen fortſchaffen, als 
man will, wenn man fo oft differentürt als beſtaͤndige 
Größen vorhanden find. Es fey : 

g 72 = m(a? — 32); 
man hat zuerſt 1 
ydy = — mxdx; 
difereatürt man von neuen, ſo findet man 
yd’y ＋ dy? + mdx? = to: 
wird für m, fein aus der vorhergehenden Gleichung ges 
zogenen Werth 


. : dy2 day 


ein, von den beſtaͤndigen Größen m und a, unabhängiges 
Reſultat. 

Bey der fucceffiven Differentiirung geſchieht es zu⸗ 
weilen, daß die veraͤnderliche Größe, die man als uns 
abhängig betrachtet, ganz aus der vorgegebenen Glei— 
chung verſchwindet. Wenn z. B. die Gleichung von der 


Form . 
N A 


waͤre, wo Y eine Function von y allein ift, fo hätte man 
dy = adx, und weil dy unveraͤnderlich iſt, fo wird ſich 


das zweyte Differential auf 
aY= 0 


reduciren. Ferner die Gleichung 
x 8 * ax 3 75 bx = c 


dreymal nach einander differentürt, giebt 


— 


41 
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dy = aaxdx + ban 

d’Y = 2adx? 7 

c = J 
Man kann dieſe Betrachtungen auf Gleichungen von der 
obigen Form, ſo weit treiben als man will. 


52. 


Durch wiederholte Differentiirungen koͤnnen auch die 
in den Gleichungen enthaltene irrationale und tranſcen⸗ 
dente Functionen, fortgebracht werden. 

Man habe zuerſt die ur 


ya@+ 5 
wenn mon davon das Differential N ſo findet man 


W mat 
— u TR n nend rg u „ ARdx, 
und für (a + Rn, feinen Werth geſetzt, giebt 
azmyxdæx 
n(a? + x?) 
ein Reſvltat in welchem die irrationale Sehe 
m 


(* + * 

ſich nicht mehr befindet. 
’ Enthielte die vorgegebene Gleichung eine größere Ana 
zahl von irrationalen Functionen, ſo könnte man ſie 
ebenfalls durch wiederholte Differentiirungen fortſchaffen. 
Das Verfahren gruͤndet ſich darauf, daß die in einer 
Gleichung befindlichen irrationalen Größen zwar in den 
Differentialen der Gleichung wieder vorkommen, aber 
auf Potenzen erhoben die um eine, zwey, drey u. f. w. 
Einheiten geringer ſind, und daß man ſie folglich als 
3 par⸗ 
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partieufaire unbekannte Größen behandeln, und dieſelbe, 


wenn man eine hinlaͤngliche Anzahl von Gleichungen ers _ 


halten hat, eiiminiren kann: wenn man z. B., 
= | pn ＋ an = b 
hatte, und b und Q wären rationale Functionen von x 
und y, jo würde man nach zwey Differentiirungen finden 
mm- rd = mQr-IdQ o 
, — er + mPu-1g°’P nen = Hag 2d0° 
- + On- 1 d’P=o *) 
gebt n man, di gen Gleichungen folgende Form 
d 


et) 
Pm = n — 2 0 
m ＋ nad 8 
dq 
mem Upm = mk was. n(n * 
dp 
+ nQ F 20 
und verbindet ſie mit der Vorgegebenen, ſo wir es 
icht ee pm und ar zu eliminiren. 
40. 5 
Was die tranſcendente Functionen anbetrifft, fo 


giebt es einige bey denen die Differentlirung das Tranſ⸗ 


eendente unmittelbar verſchwinden laßt; die Gleichung 
alp — Altg = Q) = o 
z. B. giebt, wenn fie differentirt wird, auf der Stelle 


ad P bd P ö 
— — o r. 20 und 
FN o MR a 29) 


und 


) Es iſt augenſcheiulich, daß ganz allgemein dP und 0, x, y, 


dx und dy enthalten muͤſſen; man muß ſie alſo, als neue 


Functionen dieſer Groͤßen behandeln, und ſie folglich nach 
ihrer Tur differentiiten. 


7 
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und, iſt folglich don den tranſcendenten Größen. ber 
freyt. 


Ueberhaupt läßt jede Differentiirung eine tranſcen⸗ 
dente Groͤße verſchwinden, es ſey nun unmittelbar oder 
durch Hülfe der Eliminirung. 

Wir wollen annehmen man haͤtte 

R ſin. P ＋ co. P = a;: 
differentürt man, ſo kommt 


Rapcoſ. P- dRsin. P- ee d geo. Pe dp sin. P 0; 
man kann aber cos. P vermittelſt ſeines Werthes 


Vı- sin. P® 
fortſchaffen, und dann P eliminiren. Das dadurch ents 
ſtehende Reſultat wird nur noch die tranſcendente Grd⸗ 


ße e enthalten; und durch eine neue Differentiirung 
kann man auch dieſe ſo wie die andern, verſchwinden 
laſſen. 


84. 


Wir haben aus dem Vorhergehenden geſehen, wie 
eine Differential-Gleichung einer unendlichen Menge von 
urſpruͤnglichen Gleichungen entſprechen kann; das Umge⸗ 
kehrte findet ebenfalls ftatt, und es giebt auch eine uns 
endliche Menge von Differential » Gleichungen, denen alle, 
eine einzige urſpruͤngliche Gleichung Genuͤge leiſten kann. 
In der That, wenn man annimmt, irgend eine Glei⸗ 
chung u = o ſey in Beziehung auf y aufgelößt, und 
der Werth ven dx und das Differential dieſes Werthes 
wären beyde in du = o fubftituirt, fo wird dieſe letzte 
Gleichung identiſch ſeyn; das Product Mdu wird alſo, 
bey jedem beliebigen Werthe des Factors M,. gleich o 

24 ſeyn, 
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a ben, und man wird die neue Gleichung Mdu o ha⸗ 
ben. Man ſieht auch noch hieraus, daß die Gleichung 
Mdu + Mu wo 
nur ba eine Folge von der Vorgegebenen ſeyn muͤſſe; 

und daß man auch habe 

Md’u + M'du + Mu == o, 
und fo weiter, was auch immer die Factoren M, M“, %. 
ſeyn moͤgen. Ich beobachte jedoch hierbey, daß man im 
Differentialcalcut bloß auf Ausdrücke fößt, die mit dx, dy, 
da’, dy... homogen find (Nr. 49), woraus folgt, daß, 
wenn der Factor M keine Differentiate mehr enthält, der 
Factor M“ nothwendigerweiſe von der erſten Ordnung, 
der Factor M“ von der zweyten Ordnung u. ſ. w. ſeyn 
muͤſſe. ö 


4 


35. 


In eine Gleichung von zweß veraͤnderlichen Größen 
x und y, kann man jede von ihnen als Funetion der ans 
dern betrachten. Bisher haben wir bloß y mals eine 
Fnnction von x angeſehen; wir wollen jetzt die Frage 
umkehren, und x als eine Function von y betrachten. 
Wenn das Differential der Gleichung u = o eben fo wie 
in Rr. 49, durch 

Mdx + Mdy = o 

vorgeſtellt ife, fo wird man daraus, wenn durch ay bis 
vidirt wird, 


ö dx 
b a7 >» Nmao 
leben f, wird den Diffevential⸗ Coefficienten von der 


Function x ausdrucken, und fein Werth wird genau das 
um⸗ 
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RS d 
umgekehrte von dem Werthe des Coefficienten = ſeyn, 


in Beziehung auf die Sopothefe daß y eine au von 


x iſt. 


36. 


Die Gleichung 

Mdx + Ndy = 0 
ift ebenfalls das Differential von der Vorgegebenen, man 
mag y als eine Function von x, oder x als eine Func⸗ 
tion von y betrachten, weil man, nm dies Differential 
zu erhalten, auf einerley Art in Beziehung auf jede die⸗ 
fer Größen differentiirt hat; aber in Ruͤckſicht auf das 
zweyte Differential, verhaͤlt es ſich nicht ſo. Betrachtet 
man x als abhängig von y, fo muß man 

Md + Ndy = o 


in Beziehung auf y, x und dx differentiiren, und man 


kann dy als einen willkuͤhrlichen und beftändigen Zü⸗ 
wachs behandeln, weil es einer unabhängigen veränders 
lichen Große zukoͤmmt. Operirt man auf dieſe Art, ſo 
kömmt ein Reſultat von der Form 
Md'x + dx + Qdxdy + Ritz o 
oder wenn man durch ay dividirt 
Md’x + Qdx 


e e Wake, 


eine Gleichung, r die Beziehung der Differential 


Coefficienten 3 und 5 von der Function x ausdrückt. 
Vergleicht man dieſelbe mit der ihr correſpondirenden in 
Nr. 49; ſo wird man ſehen, daß die drey letzten Glieder 
der einen mit den drey erſten Gliedern der andern einer, 
ley find, und daß der Unteeſchied dloß in den Gliedern 
23 Md 
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M dex Nd y 


beſteht, wovon das erſte der Hypotheſe, daß x eine Fune— 
tion von y ift, und das zweyte der Hypotheſe daß y eine 
Function von x iſt, zugehoͤrt. Die Größen M und N 
befinden ſich nur beyde im erſten Differential zugleich, 
und wenn man folglich dieſes Differential nicht kennte, 
und bloß eins der zweyten Differentiale vor Augen hätte, 
z. B. dasjenige, welches auf „ Bezug hat, fe ſcheint es 
als wenn man daraus nicht das andere ableiten koͤnnte, 
weil nichts das Glied anzeigen wuͤrde, welches die Stelle 
von f N N 
5 Nd y 

32% dx? / 

5 ſoll. Man kann aber leicht dieſe Schwierig⸗ 
keit heben, wein man von der Relation Gebrauch macht, 
welche zwiſchen denen Differential-Coefficienten die in 
der einen dieſer Hypotheſen und zwiſchen ihren correſpon⸗ 
direnden in der andern Hypotheſe ſtatt findet. 

Rennt man 5% % 5% ... die Differential-Coeffi⸗ 
eienten der Function y, und * x”, x diejenigen der 
Function * fo haben wir (Nr. 9 und 10) 

dy Fa f dx = ld 


dy“ = y dus und 4 dx! = x, 
dy = v 5 1 ax = xludy 


* 


* 


Fuͤr die eeſte Ordnung haben wir ſchon gefunden 


N Ei 
en] M ＋ Ny! e 
> oder 3 

4 W e L N =o 
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Es folgt hieraus, daß 
„oder x X y“ J. 
* — 
Aber weil “ implicite eine Function von x iſt, ſo 


wird x‘ auch eine Function von x ſeyn, man wird alſo 
haben i 


5 > 74 e 
ſetzt man für dx‘ und dy“ ihren in den vorhergehenden 
Gleichungen gefundenen Werth, ſo koͤmmt 


XH dy a y'’dx 
ge 
woraus man zieht 
X = a W. Ax 2 m gm 
y’’ay 7 
wegen 
dx 1 
3 
dy Ey 


Deeſe Gleichung wird den Ausdruck von x“ geben, wenn 
die Ausdrucke von y“ und y“ bekannt ſind, und es wird 
auch daraus hervorgehen, daß 
7“ = — 4, 
ſubſtituirt man diefen Werth in N 
P ＋ Q“ & Ry? + Ny“ D o 


73 
* 


ſo kommt 5 
P + Qyl + Ry“ —— Nx “(y- = 0 
ſetzt man wieder f 


8 ſtatt “und = ſtatt x’ 
ax ER 
fo wird man = 
dy’d«* 
P+ 052 nn 8 5 — N Bay 


2 Sei ud 
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und wenn man duch dx? multiptieiit, fo wird man ers 
Halten 

Pdx? + Qdxdy + Rdy? — ir = = 0: 
dieſe Gleichung iſt mit 

Md’x . Pdx* + Qdxdy + Rdy’ = o 
gleichbedeuteud, wie man ſich davon überzeugen kann, 


wenn man Ndy mit Huͤlfe von 
Mdx + Ndy = 


fortſchaft. 
N A we - \ 


Die Gleichung «“ = — = giebt uns 


A 
dx’! — ae 35 
* 


weil y y“ und folglich auch *“ implieite Functionen ven 
x find. Verrichtet man die angezeigte Differentiirung in 


12 


der zweyten Hälfte und ſetzt ſtatt dx”, dy-, dy“ ihre Wer⸗ 


the x’dy, ydx, ydx, fo findet man 3 
e f 
. g = 


Diͤeſer Gang kann leicht für die höheren Ordnungen 
fortgeſetzt werden, und man wird vielleicht mit Vergnuͤ⸗ 
gen ſehen, wie man zu den nemlichen Neſultaten gelan⸗ 
gen kann, wenn man von den Entwicklungen ausgeht, 
woraus 5% y“ .. . x, X . .. ihren Urſprung ziehen. 


Es folgt aus der Verbindung, welche zwiſchen den 
Werthen von x und von y ſtatt findet, daß wenn x um 
h zunimt, fo leidet y eine Veränderung k die durch die 


Reihe 0 
. y’h 
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€} % J 
„ 
1 1.2 1. 2.2 
vorgeſtellt iſt; aus dem nemlichen Grunde wird, wenn 5, 


1 ＋ k wird, x eine durch 


* K X“. . K zug? 
— 8 + 6 „ 
1 4 ie 3 
vorgeſtellte Veranderung erhalten; man wird er haben 
y’h 1“ ha vlch= 2 
k — — —— —— — 1 
o 
Kk * ka E 62 
oder h 2 — Fa ng 2 9 + 


1.2 1.2.3 

je nachdem man in Beziehung auf k oder in Beziehung 
auf b entwickeln will. Macht man aber von der Me: 
thode der Wiederkehr der Reihen Gebrauch (Einl. Nr. 45), 
ſo wird man von der erſten Reihe einen Werth von h, 
nach den Potenzen von k geordnet, ableiten, und es wird 
kommen N 

h ae In * ri 4 

y! 7 12 Ya 12. 3 

vergleicht man dies Reſultat mit der zweyten Reihe, fo 
hat man ö 


Vermittelſt dieſer, Werthe findet man leicht alle Dif⸗ 
ferentials Coefficienten in Beziehung auf c, wenn man 
die von y kennt, und man kann, eine Differential-Glei⸗ 
chung fo genommen, daß man y als eine Function von 

anſieht, 


254 Erſtes Kapitel. 


anſieht, in eine andere transformiren, wo dals eine 
Function von y angefehen iſt, und fo auch umgekehrt. 


58. 


Um von der erſten Ordnung zur zweyten, in der 
Hypotheſe, daß y eine Function von x fen, überzugehen, 
hat man differentüirt, indem man x als eine beſtändige 
Groͤße betrachtete; wenn man zu gleicher Zeit dx und dy 
ſich hätte verändern laſſen, fo wird dadurch die Syme⸗ 
trie zwiſchen dieſen Groͤßen wieder hergeſtellt ſeyn, aber 
alsdann wird der Differential-Coefficient y“ der zweyten 
Ordnung nicht mehr durch 

d?y 

dx? 
ergeſelt ſeyn. Nach ſeiner Entſtehung hat man 


2 
Ara — 


d 2 5 N 
und wenn man = wie einen Vic differentürt, deſſen, 


Zaͤhler und Nenner ſich gleichzeitig verändern, fo übt 
4 x dy: dy dex. 


1.1 
. dx 
inte man a 78 in der Gleichung 
de 
P+ as —_ a 
ſo findet — 
2 (dx dz y dy da 
1 ＋ C e eee 
dx a N dx’ 


oder wenn man durch dx? multipliciet, 
Pax -+ Qdydx2 + Rdy2dx + N(dxd2y—dyd2x) o 
Setzt 


4 
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Setzt man in dem Gliede Nadz x ſtatt Ndy deſſen 
Werth —Mdx, und dividirt durch dx, fo findet man 
Pdx2 + Qdxdy + Rdy2z + Md2x + Nday = o; 
ein Reſultat, welches man unmittelbar von der eg 

Mdx + Ny=o 

ableiten kann, wenn man dieſelbe in Beziehung quf &. 
dx, y und dy Differentiirt, und welches ſich in dem einen 
oder in dem andern der zweyten Differentiale in 

Pdx2 + Qdxdy + Kdya + Ndzy = 0 

Pdxa . Qdxdy + Rdy2 + Ndzx = O 
verändert „ je, nachdem man dax oder day = o ge 5 
macht hat. 

59. 


Aus dem Vorhergehenden folgt 5) daß man ein eGlei⸗ 
chung von der erſten Ordnung auf eine fymeirifhe Art 


in Beziehung auf zwey veraͤnderliche Groͤßen und auf ihre 


Differentiale differentiiven kann, und daß das herausge⸗ 
kommene Reſultat, wenn es gleich Null geſetzt wird, 
den Ausdruck der Differential⸗Coefficien der zweyten 
Ordnung giebt; es wird ferner dieſen Vorzug haben, 
daß man darin nach Belieben y als eine Function von 
x oder * als eine Function von y anfehen kann. Man 
muß nur beobachten, daß im erſten Fall der Coeffieient 
der zweyten Ordnung durch 
47 ö | 
8 dx dæa y — dy d x 
dx 8 dx’ 5 
und im zweyten Fall durch 


3 (55 m). dyd’x — dxd2y 


77 
vorgeſtellt iſt. . er 0 Daß 
* 25 af 
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2) Daß wenn man den erſten der obigen Werthe 
ſtatt { 
d2y 
dx . 
in einer Differential⸗Gleichung der zweyten Ordnung 
ſubſtituirt, wo dx als beftändig vorausgeſetzt iſt, das Re, 
ſultat mit demjenigen gleichbedeutend ſeyn wird, welches 
man erhält, wenn man zu gleicher Zeit x, y, dx und dy . 
ſich verändern läßt: Wenn man will, daß dy in der 
neuen Gleichung beftändig ſeyn ſoll, fo braucht man nur 
in der vorgegebenen Gleichung 

| d2y, 
dx 2 
zu erſetzen. 

Man wird eben fo eine Differential⸗Gleichung der 
zweyten Ordnung, wo d beſtaͤndig iſt, in eine andere 
verwandeln, wo dy aufhören wird, beſtaͤndig zu ſeyn, 
indem man N f 

dy dax — dxd2y 


i dy 
an die Stelle von 
d2x 
| 772 
fett, oder nur Ga | 
= Ta 


wenn dz beftändig ſeyn ſoll. 


69. 


Es iſt leicht zu prüfen, daß die Größen 
dx day En - und dyd2x = dxd2y 
dx dx 
0 8 welches 
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welches die reſpectiven Werthe von 5“ und x“ find, der 
Gleichung ; 
y’ + e = 0 (Nr. 560 * 
Genuͤge leiſten; denn wegen 
47 
. dx 
hat man 
dxd2y — dyd?x = = dyd2x - — Ard 
dx’ dy +3 
eine identiſche . f 
Man muß auch bemerken, daß wenn man ix ſich vers 
ändern läßt, die Gleichung 
day S dN ö 
nicht mehr ſtatt findet, wie in Nr. 10. In der That, 
man betrachtet alsdann dy als eine Function von zwey 
unabhängigen Größen y’ und dx, und hat 
day = dy“ dx + „dz: 
aber 


d2y’ y’’dx 
alſo . 
d2y = x2 + „dax; 
man hat gleichfalls f 
dax = * 4 day. 
Dieſe beyde Gleichungen geben 
. 5 
1 — * 1 
dar 2 L. L- | 
I xy 
air man sicht 
427 7“ + yazdı 


art —— 1 Y“. 
42x xt xx 
EN —— 

2 days 7 I- * 


I. Theil. R aber 


* 
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aber vermoͤge der (Nr. 56) gefundenen Relationen zwi: 
ſchen x‘, y' und y“, hat man . 
1 — * = 0, 
7 +yx'= 0 
X TY = o 


alſo 
day 0 
— 
d 0 
8 


d. h. dieſe beyden Größen find unbeſtimmt. 

Es war leicht, dieſe Reſultate vorher zu wiſſen; denn 
„dx in Beziehung auf 5 und auf dx differentiiren, heißt 
ſoviel als vorausſetzen y’ und dx ſollen reſpective 

y' ＋ d% 
dx + dzx 
werden, und dann die beyden erſten Glieder der Veraͤn⸗ 
derung nehmen, welche dieſe Function leidet; wenn man 
aber y als eine Functiou von x anſieht, fo iſt dx will⸗ 
kührlich, mithin wird es auch dax ſeyn, und folglich hat 
2 
42 = 2 7 ＋ y- 55 
keinen beſtimmten Werth, fe lange das Verhaͤltniß will, 
kuͤhrlich bleibt. 

Stellt man aber ſolche Betrachtungen in der Hypo⸗ 
theſe an, wo x eine Function von y iſt, welches ay und 
day willkuͤhrlich macht, fo findet man daß 


dax dy 

== 4 ET 

j dyz 8 da 
ebenfalls unbeſtimmt iſt. 5 


Das folgende Beyſpiel wird zeigen wie man den 
Ausdruck des Differential⸗Coefficienten 5“ finden kann, 
: Se in 

Be 
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einer Gleichung, wo man gleichzeitig dy nnd dx ſich hat 
verandern laſſen. f 


\ 61. 
Es ſey die Gleichung 2 


x2 ＋ 52 22 
ihr erſtes Differential iſtt 
xdx ＋ ydy S o 
ihr zweytes Differential, wenn man alles ſich veraͤndern läßt 
dxz + dy2 T xdæx T yd2y=o; 
man zieht aus dieſer letzten Gleichung 
day u a are eine 
2 
wird diefer Werth in 
17 


fubftitwiet, fo findet man 
75 —.—— dxdy2 — 6 
f ıydx’ 

Man muß ay vermittelt des erſten Differentials fort⸗ 
ſchaffen; dieſe Operation macht, daß dex verſchwindet, 
welches als eine beſtaͤndige Groͤße, nicht in den Werth 
von y“ hineinkommen kann; in der That, man ſieht, 
daß da der Coefficient von dax, — xdx — ydy iſt, er 
ſich vermoͤge der Gleichung xdx + ydy o vernichtet. 


62. 

Ganz allgemein, jede Differential⸗Gleichung von der 

zweyten Ordnung zwiſchen zwey veraͤnderliche Groͤßen 

und y, in welcher man auf einmal ds und dy ſich veraͤn⸗ 

dern läßt, muß darauf reducirt werden koͤnnen, daß fie 
bloß 


dxd2v — dyd2x 
dx’ 


R 2 a 2. 5 
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dxd2y — dy dx 

ST 

enthält, weil fie weiter nichts als die Beziehung, Selce 
zwiſchen denen veraͤnderlichen x und y und zwiſchen ihren 
Differential⸗Coefficienten der erſten und zweyten Ord— 
nung ſtatt findet, vorſtellen ſoll. Wir wollen alſo vor⸗ 
ausſetzen, man ſey auf irgend eine Art zu der Gleichung 

Md2x + Nd2y + Pdx2 + Qdxdy + Rays 2 0 

gelangt; ſetzt man darin 


dy 
* y, und 


y’dx ſtatt dy 
y’dx2 + „dx ftatt day fo Fümnit 
ENDE 2+Qy’dx2tRy’2dx2=o 
oder auch 
(MTFNy/,d2xt(Ny T PT OY TT RyYH dN DO: 
damit nun dx und dax beyde aus dieſer Gleichung vers 
ſchwinden, ſo muß man 
a M A Ny⸗ c o haben d. h. 
Mdx + Ndy = o 
Diefe Bedingung kann auf mehrere Arten erfüllt werden: 
1) Wenn die Gleichung Mdx + Ndy = o 
durch ſich ſelbſt identiſch iſt; dieſer Fall wird fuͤr die 
Gleichung 
xydyd2x — xydıd2y + ydydx2 — xdxdy2 = o 
katt finden; denn fie giebt 
M xaydy, 
N= —aydı, 
und folglich 
Mdx ＋ Ndy Sr — zydyd o 
2) Wenn die Vorgegebene das Differential von 
Mdx ＋ Ny=o 
iſt, dies wird die beſondere Gleichung 
Ada T day T dz T dy2 so 
x ſeyn, 


* 
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ſeyn, welche ? 
Mdx + Ndy = xdy + ydy 
giebt, und die aus der Differentiirung von 
xdx + ydy 
entſpeingt. 

3) Wenn die Vorgegebene, obgleich dem Scheine 
nach von der Gleichung, die aus der Differentiirung von 
Mdx + Ndy = o 
entfteht, verſchieden ift, doch mit dieſer letzten überein 
ſtimmt. Um ein Beyſpiel von dieſem Fall zu geben, fo 

wollen wir die Gleichung 
* dzx + z2yd2y + (a2 — y2)dx2 ＋ x2dy2 2 o 
nehmen, wir werden alsdann haben i 
Mdx + Ndy = dx + y2ydy = 0 
oder k 


1 7 


xdy dy e 0. 
Wenn man dieſe letzte Gleichung differentürt indem man 
alles ſich verändern läßt, ſo kommt 
b xd2x + ydax ＋ daz + dy2 2 o; 
multiplicirt man endlich durch „2, damit die beyden er⸗ 
ſten Glieder mit denen in der Vorgegebenen einerley ſind, 
und zieht die eine von der andern ab, ſo hat man 


(a2 — y2)dx2 + x2dy2 -— x2dx2 — x2dy2 = o, 
oder indem man reducirt, und durch dx2 dividirt, 
aa — 72 — X22 S2 o; 


eine Gleichung deren Differential 
xdx tyy=o 
genau das vorhin gefundene iſt. Macht man der Kuͤrze 
wegen 
a2 — 72 — wen 
fo kann man leicht die vorgegebene Gleichung in 
2x2dzu — udx2 o 


R 3 trans⸗ 
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transformiren, und fehen daß ihr durch die Subſtitutkon 
von u = 0 Genuͤge geſchehen iſt, welche auch giebt 
1 du 2 6 
du 2 o. ö 
Wir bemerken hier, daß um die Art auszudruͤcken 
wie die Gleichungen 
» Ax’d’u — udx' und u = o 
l verbunden ſind, die Analyſten ſagen, daß 
die erſte mit der zweyten zu gleicher Zeit ſtatt 
findet: man ſieht hieraus, daß zwey Gleichungen, wel⸗ 
che zu gleicher Zeit ſtatt haben, Folgerungen von einan⸗ 
der ſind; aber dieſe Phraſe iſt nicht immer umgekehrt 
wahr, fo kann man nicht in den obigen Beyſpiel ſagen, 
daß die Gleichung u cz o zu gleicher Zeit ſtatt findet als 
de en e 7 1 

denn man wird in der Folge ſehen, daß dieſe letztere, 
wenn bloß die veraͤnderlichen Größen u und x betrachtet 
werden, mehr allgemein iſt, und daß ihr durch eine Be⸗ 
ziehung zwiſchen u und x Genüge geſchehen kann: man 
kann ſich ſchon als eine a von dieſer Gattung, 
durch die Gleichung N 
N du — ud? = 0 

Matt elche durch die Subſtitution von u S o, 
identiſch gemacht wird, aber welche es auch wird, wenn 
man 


u = dex + be’X 
hat, was auch übrigens die beſtaͤndigen Größen a und h 
ſeyn mögen. 
a Man muß in dem eben geſagten, die Leide 
SN deu — udx = o 
nicht mit i 
* d& Fr = u dE ＋ x dy = 
ver⸗ 
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verwechſeln, obgleich die eine nur eine Transformation 
der andern iſt. Die urſpruͤngliche Gleichung, von wel⸗ 
cher die erſte abſtammt, wird, wenn man ſie in ihrer 
ganzen Allgemeinheit nimmt, welche ſie mitbringt, nicht 
der zweyten Genuͤge leiſten. Die drey Falle in BER 
die Bedingung 
Mdx + Ny=o 
erfüllt werden kann, und wo für jede derſelben eine ur⸗ 
ſpruͤngliche Gleichung in x und y ftatt findet, die der 
Vorgegebenen Genuͤge leiſtet, find in Abſicht auf die Als 
gemeinheit dieſer Gleichung von einander unterſchieden; 
da aber dieſer Gegenſtand weſentlich zum Integralcalcul 
gehoͤrt, ſo wollen wir uns hier nicht damit aufhalten, 
und dieſen Artikel durch ein Beyſpiel beendigen, wo die 
Bedingung a 
Mdx ＋ Ndy=o 
nicht erfüllt iſt. 
Es ſey die Gleichung 
* dx + y’d’y ＋ 6xydıdy = 0; 
fie wird geben 
mx’ 
N 7 
und folglich zieht man daraus 
x dx ＋ y dx o; 
differentiirt man, und zieht dies Differential von der 
vorgegebenen Gleichung ab, ſo hat man 
6xy/dady —3x dx — 3 dy o 
oder ; 
xX dxe — axydady + y’dy” =o 
oder endlich a 
xdx — ydy = o. 
Jetzt muß man ſehen, in welchem Fall die Gleichungen 


R 4 | * d. 
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XK dx + y dy 00 
xdx — ydy = o 


mit einander übereinſtimmen koͤnnen. Die zweyte giebt 


Ady 
u dy =— = 
es in der erſten ſubſtituirt, giebt 
* ydx ＋ y'ndx S o, 
dividirt man durch xydx, fo kommt 
x dx + ydy = 


und für dy feinen Werth geſetzt, giebt xy = o; eine 
Gleichung, welche in der Verbindung mit 


* ＋ * 2 o 


nicht ſtatt haben kann, wenn nicht 


* 
> 
iſt: es iſt alſo unmoglich, daß die vorgegebene Gleichung 
aus der Differentiirung einer Gleichung zwiſchen zwey 
veränderlichen Größen x und y entſtehen kann. 


63. 


Wenn man vom zweyten Grade zum dritten Grade 
übergeht, fo führt man d'y oder d’x ein, je machdem y 


als eine Function von x, oder x als eine Function von 


y betrachtet wird; der Differential-Coefficient der dritten 


Ordnung iſt in der erſten Hypotheſe durch 


d’y 
dri 
und in der zweyten durch 
dx 
dy* 
ausgedruckt. Laßt man aber zu gleicher Zeit alle Diffe⸗ 
rentiale dx, dy, IR d'y ſich verändern, fo hat man ein 
Re⸗ 
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Reſultat, welches eben ſowohl der einen als der andern 
Hypotheſe zukoͤmmt. Man beobachte nur, daß der Aus⸗ 
druck der Differential⸗Coefficienten gebildet ſeyn muß, 
indem man alle dieſe Größen varliren laͤtkt. Man muß 
alſo für “ den Nr, 58 gefundenen Werth ſetzen, und da 
7d. 5 : 
dx . 
fo wird man diefen letzten Epefficienten erhalten, indem 
man y“ in Beziehung auf dx, dy, d’x, d'y differentürt, 
und das Reſultat durch dx dividirt; man 2 75 alſo 
d 
1 5 ö 
5 —4— ag dyd’z d’r 
7 Zen dx’ 
dx’d’y — zdad?xdty + zdyd’r? — dxdyd’x x 
CCC 
man wird auf die nemliche Art die apaſogiſchen Coeffi⸗ 
cienten in der Vorausſetzung, daß y eine e von 
z ſey/ finden. 

Wenn man die vorſtehende Werthe an die Stelle 
von 5% 5% 5% in einer Differential: Gleichung der drit⸗ 
ten Ordnung, bey deren Bildung man dx als beſtaͤndig 
annahm, ſubſtituirte, ſo wird eine Gleichung kommen, 
welche mit derjenigen gleichbedeutend iſt die man gefun⸗ 
den hätte indem man alles variiren ließ; und wenn man 
in dieſer letzten dzy und d’y = o macht, fo wird das 
entſtehende Reſultat ſich auf die Hypotheſe, wo x als 
eine Function von y betrachtet iſt, beziehen. a 


64. 
* 
Da jede Differential- Gleichung weiter nichts iſt, als 
eine Beziehung zwiſchen den veraͤnderlichen Großen x. y 
R 5 und 


— 
y ! 


* 
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und zwiſchen deren Differential: Coefficienten, fo muͤſſen 
wenn man fuͤr dy, dy, d'y ihre Werthe in einer Diffe⸗ 
rential-Gleichung der dritten Ordnung ſetzt, dx, d’x 

und d' * aus den Reſultaten verſchwinden; hat dieſe Be⸗ 
dingung nicht ſtatt, ſo kann man daraus ſchließen, daß 
die Vorgegebene nicht von einer Gleichung zwiſchen * und 
y alletn abſtammt, und daß man nicht darin y als eine 
Function von x und umgekehrt, annehmen kann. Nähe 
me man eine allgemeine Form, und machte die angezeigte 
Gubſtitutionen, ſo wuͤrde man Bedingungen finden, die 
mit denen in Nr. 62 analogiſch ſind. Es iſt augenſchein⸗ 
lich, daß dieſe verallgemeinert werden koͤnnen, uud 
daß jede Gleichung die Differentiale von zwey 
veränderlichen Größen von beliebigen Ord- 
nungen enthält, ſich immer in eine andere 
transformiren laſſen muß die nur , y, / 5% 
5% . . in ſich begreift, indem man dieſe Coef— 
ficienten der über die Variabilität der Grö⸗ 
ßen dx, dy, day, dx... gemachten Hypotheſe ges 
mäß ausdrüdt, ö 


= 65. 
Die nemliche Bedingung findet auch für die Diffe⸗ 
rential-Formeln ſtatt, die nicht gleich Rull find, in wel⸗ 
chen man aber ſtillſchweigend annimmt, daß y eine Func⸗ 
tion von x, oder x eine Function von 5 ſey. 
Wenn man den Ausdruck 
Nax + dh) 
hätte und darin 
RE 50, dx I für dy 


5 
ſubſtituirte, ſo wuͤrde kommen : 
ylı$y') 
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50 + 5 
xy’ ) 
ein kafulion, welches nicht mehr die veränderlichen Groͤ⸗ 
ßen x und y und die Differential 7 Coefficienten * und 
y’t euthält. 

Ganz allgemein, jede Formel in welcher eine von den 
Größen dx oder dy als eine beſtaͤndige Größe behandelt 
iſt, deren Zähler und Renner aber homogen und von den 
nemlichen Grade, in Beziehung auf die Differentiaie find, 
wird ſich immer durch die vorhergehende Transformation, 
auf eine Function von den veränderlichen Größen x und 
y und denen Differential; Coeff cienten, reduciren. Um 
fi davon zu Überzeugen, fo iſt es hinreichend zu bemer“ 
ken, daß ein Glied von der Form 

Padswaynd?yrd'yack), PY pyCU , dAxmintzptsgpt ta 
wird, wenn man darin 
ö y' dx I ſtatt dy 
y’’dx? 8 day 
zer axe dy 
ſetzt; da nun in einer Reihe von gleichartigen Gliedern, 
in Beziehung auf die Differentiale, die Summe m + n 
+22 


0 d2yp, d'yg . .. bezeichnen das nemliche als (dy) p, 
(dy) 4. ..; und weil dzy mit dx? homogen iſt, fo wird 
auch d yp mit dxap homogen ſeyn, eben fo d'yp mit 
dx 30 u. ſ. w. Es folgt hieraus daß man, um den Grad 
eines Gliedes, in Beziehung auf die Differentiale mit de⸗ 
nen es behaftet iſt, zu ſinden, das zweyte Differential als 
vom zweyten Grade anſehen muß, das dritte Differential, 
als wäre es vom dritten Grade, und allgemein muß man 
den Exponenten von der Ordnung der Differentürung mit 
den der Potenz verbinden. 
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＋ 2p +24 +... füralle einerley iſt (Nr. 49), fo 

wird der Zaͤhler des vorgegebenen Ausdrucks zum gemein⸗ 

ſchaftlichen Factor, 
- dampntzp+3gte+* 

haben: der Nenner, welcher von der nemlichen Ordnung 

iſt, wird denſelben Factor haben, es bleibt alſo im Endr 

reſultat weiter nichts als x, „7 % % 1% u. ſ. w. 


66. 


Wir werden bey dieſer Gelegenheit eine merkwuͤrdige 
Eigenſchaft der homogenen Function zeigen; ſie iſt, daß 
wenn man eine algebraiſche Funetion der Groͤßen *, „ U 
u. ſ. w. hat, in welcher die Summe der Exponenten von 
jedem dieſer Buchſtaben fuͤr alle Glieder einerley und 
gleich m iſt, und man ſubſtituirt Px fuͤr y, Qx für z 
u. ſ w., fo wird das Reſultat durch xm theilbar ſeyn. 
In der That, irgend ein Glied dieſer Funetion von der 
Form Axnypza,,. wird durch die angezeigte Subſtitution 

APPQI «u, fp 
aber nach der Hypotheſe hat man in allen Gliedern 
n ＋ PTT. m, 
folglich wird zm ein gemeinſchaftlicher Factor ſeyn. Es 
folgt hieraus, daß wenn die vorgegebene Function gleich 
Null gemacht wäre, oder auch wenn fie ein Bruch wäre, 
der zum Zaͤhler und Nenner zwey homogen Polynome 
von einerley Grad haͤtte, ſo wuͤrde die Groͤße x ganz 
aus dem Reſultat verſchwinden. 
— 
67. 


* 


Um den Ausdruck N = 
(de? + dr! 


2 dad?y —dyd?x £ 
in 
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in welchem dx und d?y mit einander verſchwinden, ſo 
muß man 8 
5 y’dx 1 für dy 
y''dx? TIN day 
fegen, es wird alsdann 
Ga ＋ y2)% 
ge 
kommen. 
Die nemlichen Subſtitutionen in der Formel 
| xd2y + yd’x 
day 
gemacht werden 
3 zy/dy? + (xy! + y)d’x 
Fd 
geben; ein Reſultat in wejchem dz auf keine andere Art 
verſchwinden kann, als wenn 


. x0 O 

oder Fr 
Rn 
en x 


iſt; welches ein beſonderer Fall ik. Man kann alſo. in 
dieſer Formel nicht allgemein y als eine Function von x, 
oder x als eine Function von y betrachten. 

Es findet folgender Unterſchied zwiſchen den Formeln ſtatt, 
welche zwiſchen denen, welche die Transformationen erleiden 
und dergleichen nicht zulaſſen, daß die erſten den nemlichen 
Werth beybehalten, man mag darin dx oder dy als be 
ſtändig annehmen, dahingegen die andern ſich ver⸗ 
ändern. Der erſte von den obigen Ausdruͤcken giebt, 
wenn man den = o macht 

e (. . v 
dxdy — 1 


und 
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und wenn man d?y = o macht 


e . E G . . 


— dyd?x . 
ſetzt man in dieſen letzten Reſultat 


7 
— | ftatt x“ 


je. 
— = | % (Nr. 56) 
ſo findet man Noch 


(i + ya? 
Der zweyte Ausdruck 
. xd?y + yd 


dxdy 
wird 

dr x 

„ 
wenn dex = 09; a 

*. TEN 

N xy * 

- wenn 


d’y = 0; 
ſchaft man “ und x" aus dem 3 Reſultat fort, fo 
erhaͤlt man 


Dieser Werth wuͤrde nicht mit 


* *¹ 
1 


uͤbereinſtimmen, als in dem beſondern Fall, wo man 
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— 5 * * oder 
* 
a er 
hat: 
Es ſey zum Beyſpiel 
e en e 
ſo kommt 
dy = axdx 


und wenn man ds beſtaͤndig macht, ſo findet man 
Bryan a 

die aus dieſen Gleichungen gezogenen Werthe von „ und 

d’y werden 8 


geben. Wenn man aber 
dy D axdx 
differentürt, indem man dy beſtaͤndig macht, fo hat man 
9 == 2dx? + axd'x, 
und die Werthe von as und dess die man in dieſer Hp⸗ 
potheſe ' findet werden 


geben; ein Reſultat, welches ſehr vom erſten verſchie⸗ 
den iſt. 


Es iſt leicht zu ſehen, daß die Rr. 89 und Nr. 62 an⸗ 
gezeigten Mittel, um von den Gleichungen in welchen 
eins der Differentiale als eine beſtaͤndige Größe angeſe⸗ 
hen if, zu denjenigen uͤberzugehen die man wuͤrde erhals 
ten haben, wenn man alles hätte variiren laſſen, oder 
indem man ein andres Differential als das erſte für ber 

a, ſtaͤndig 


272 Erſtes Kapitel. 


ftändig angenommen hätte. ſich auch auf ſolche Differen⸗ 
tial⸗Formeln erſtrecken, die nicht gleich Null geſetzt 
ſind. 


68. 


Wenn man eine Menge von Gleichungen hat, deren 
Anzahl um eine Einheit gerin ger iſt als die der darin 
enthaltenen veränderlichen Groͤßen, ſo giebt es immer 
eine dieſer veraͤnderlichen Größen die man als unabhaͤn⸗ 
gig betrachten kann, und wovon alle andere implicite 
Functionen ſind. Es ſeyen 

f 1 * 
v0 
zwey Gthu gen, zwiſchen drey veraͤnderlichen Groͤßen 
t, Xx und y; man koͤnnte vermittelſt ihrer den Werth von 
zwey beliebigen dieſer veraͤnderlichen Größen beſtimmen, 
wenn man den Werth der dritten willkuͤhrlichen annaͤh— 
me. Wenn man alſo annimmt, daß die unabhaͤngige 
veraͤnderliche Größe durch t vorgeſtellt ſey und t+g 
werde, fo wurden die beyden andern x und y ſolche Ver⸗ 
änderungen erleiden, die fo beſchaffen waͤren, daß, wenn 
man fie durch k und durch k vorſtellte, zwiſchen den 
drey Groͤßen r r g. Xx + h und y ＋ k nach die nem⸗ 
lichen Relationen ſtatt fände als zwiſchen t, * und y. 
Subſtituirt man in den vorgegebenen Gleichungen t g. 
* ＋ b, y ＋ K ſtatt t, x und , ſo werden daraus zwey 
neue Gleichungen entſtehen die dazu dienen hund k zu 
beſtimmen, wennn man 8 einen particulaͤren Werth bey’ 
gelegt hat, 

Da aber x und 5 Functionen von t ſind, ſo können 
die Werthe * T h und y + k welche mit e + g corre⸗ 
ſpondiren, in folgende Reihen entwickelt werden: 

i Ri 
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dx dex N d’x 7 
a a f 
dt 1 dt? 1.2.3 
1 x 3 (Nr. 12) 
ren Bere | 
IT Kr) At. A 3 


Wendet man hier das Nonnen wie in Nr. 40 an, 
ſo wird man leicht ſehen, daß die Gleichungen 
u 2 0 
und y 0 
nach den angezeigten Substitutionen, durch die Entwick⸗ 
lung folgende Form annehmen werden 
u ＋ Peg ＋ Peg + Pg * 0 
v As T Ogi o 
da der Zuwachs g unbeſtimmt bleiben muß, ſo hat man 
nothwendig 


x 


vo, were]. 
F. sol 
FP. = O, . N 
PE S N 
u. ſ. w. 


dieſe Gleichungen werden die Relationen der Coefficienten 
dx dy dex d'y 
e e gen 
geben, welche wir durch x, 5, Ny „ bvorſtellen wol; 
len, und die ſelbſt neue implieite Function von t ſind. 


Die Bildung der Functionen 5 b P . 0 w. 
. 8 Q, u. ſ. w. wird die nemliche ſeyn als die von 
ihren analogen in Nr. 41; ferner da u und v nichts als t 
und implieite Functionen dieſer veränderlichen Größe ent— 
halten, fo können fie eben fo behandelt werden als U in 
Nr. 44. Man wird alsdann für den Coefflcienten der 
erſten Potenz von g in Beziehung auf u 5 
1, Theil. S b 


32 
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P. . 4 8. 4 „ 


finden, und für den Eoefficienten 955 von » abſtammt 
i ER) 
. T ＋ 1 „ 


Folglich werden die Differential-Coefficienten 4“ und y’' 
durch die Gleichungen 


du du du ! 
0 e FR 
a + ar I dv wi | 4 
dt dx dy. 7. 
oder 
(du du dx du dy 
55 dt dy dt © 
dv dx du dy 


45 dx dt dy dt Tr 


gegeben ſeyn, die letztern ſind nichts anders, als die 
Differentiale der Functionen u und „, gleich Null geſetzt 
und durch de dividirt, 

Um zu den Gleichungen zu gelangen, von welchen 


die niedrigeren Coefficienten abhängen, fo, e 


man die Vorſtehenden, indem man x! und / oder = 


Er = als neue implicite Functionen von t anfieht: die 


daraus entſtehenden Reſultate werden, wenn ſie ihrer 

Tour nach differentürt find, indem man gleichzeitig die 

Coefficienten der erſten und zweyten Ordnung varüren 

laßt, die Gleichungen der dritten Ordnung und ſo weiter, 
geben. 


69. 


/ 
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69. a 
3 / x 5 8 : 
Wird das in Nr. 41 Geſagte verallgemeinert, fo finz 

det man, daß wenn u eine Function von einer beliebigen 

Anzahl veraͤnderlicher Größen t, x, . 2 u. ſ. w. vorſtellt, 

in welcher x, „ 2 u. ſ. w. implieite Functionen der vers 

aͤnderlichen Größe t find, und man verändert darin t in 

t + 5, fo kann fie in einer Reihe 


ug u“ ud 3 
u 77 ＋— 1 „ „ 
1 1 * 1.2.3 


entwickelt werden, wo die Coefficienten u, u“, u“ “. 
Functionen ſind die ſucceſſive von einander auf die nem⸗ 
liche Art abgeleitet find als u“ von u. Um aber u“ zu has 
ben, fo muß man den Coefficienten der erſten Potenz vom, 
g finden: aber nach Nr. 44 wenn man der Kürze wegen 


dx ; > 
BEN 
d 1 7 — 7 
ae 
dz $ 
ee) 
u 2 
= u. ſ. w. 
macht, hat man 
d du du du 
. — * ame ! — 2 se» 
. Er Fer 6 


man fieht alfo hieraus, daß ur außer den urſpruͤnglichen 
veränderlichen Größen t, x, y. 2 U. ſ. w. noch die Coeffi⸗ 
cienten % y/, 2“ u. few. enthält, welches auch impficite 
Functionen von t ſind. Man wird alſo auf dieſelbe Art 
haben 9 . 
£ du, du 
it 4x 


f du / du du 
‘ ag 4 = bar l 75 F.; 
5 + dx“ * + d Y + day" 7 


sa wo 


m 
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s | 
ax‘. 82 dy‘ 

Te 7 5 8 Pe u. 1 

ie x y, u. ſ. w. = 5 oder — dt dt oder Jr u. ſ. w 

vorſtellen. Man wuͤrde eben fo u“ und die folgenden 


Coefficienten erhalten. 


70. 
Obige Betrachtungen noͤthigen uns eine neue Bezeich⸗ 
nung einzuführen. Wenn man * y 2 u. ſ. w. als impli⸗ 
cite Functionen der veraͤnderlichen t betrachtet, ſo muß u 
ſelbſt als eine implicite Function dieſer veraͤnderlichen 
‚Größe angeſehen werden; folglich druͤckt u“ alsdann den 
Differential⸗Coefficienten von u aus, denn er iſt dem 
Differential von u gleich, das genommen iſt, indem man 
t eben fo wie die davon abhaͤngenden Größen. variiren 
laßt, und durch de dividirt. Wir koͤnnen uns aber die⸗ 


Er { du 0 2 
ſen Coefficienten nicht durch = vorſtellen; denn dieſer 
ne 


Ausdruck bezeichnet fpeciel den Differential: Eoefficienten 
von u, der genommen iſt indem man bloß die ten variiren laͤßt, 
welche darin explicite enthalten find (Nr. 30). Um alſo 
den erſten vom zweyten zu. unterfcheiden, fo wollen wir 
ihn wie folgt ſchreilih =; wo die Parentheje‘ beaeihe 
net, daß man in u alles was fi auf t bezieht hat va⸗ 
riiren laſſen. 
Man hat nach dieſer Uebereinkunft 
N d(u) 
m 
= dt 
dd), du) 
« — — PERS 
2 dt dt? 
u. ſ. w. 


und man wird daraus ſchließen, daß, wenn man t + g 
an 
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an die Stelle von t in der Function u fubftituirt, und 
die veraͤnderlichen Größen X y, 2 u. ſ. w. als abhängig 
von t betrachtet, kommen wird 


2 8 A 68. 3 


ek La 1 dt? 1.2 de 1.2.3 
mithin zieht man daraus, wenn u Ss iſt, 

d(u) 7 
— 2 o | \ 
dt 
dat u) | 
— | 0 

) dt? J 2 8 
u. ſ. w. 

* . 


Wir wollen jetzt ein . geben: Cs ſeyn die 
e 
y’ + 3atx = be] 
* + 3cty = a?b) x 
wenn man fie differentürt, foserhält man 
y?dy + atdx + xdt = 00 
"x?dx + ctdy + cydt = o. 
hieraus ns 


dy dx Erin 
5 nn = 
* Wr ar T * 0 


* 15 er N Ke 

dx 

| * und = 

in t, x und y geben; man koͤnnte endlich x und y ver⸗ 

mittelſt der Vorgegebenen fortſchaffen. 8 
Differentiiet, man von neuem, um die Relationen zwi⸗ 

ſchen denen Coefficienten der zweyten Ordnung zu finden, 


fo kommt, wenn man dt als beftändig anſieht, welches 
S 3 9 re⸗ 


dieſe letztern werden die Werthe von 8 und — 


+ 
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erlaubt iſt 55 t die unabhaͤngige veraͤnderliche Größe 
Ba 
2d?y ＋ 2ydy?. + atd’x ＋ 2adtdx = 07 
Far + axdı2+ etd2y + 2cdtdy = of 
und wenn man durch dt dividirt, fo hat man 


ad dy2 . d2x dx nn 
— — — = 
F 2 * den Fade e 
dx d zy dy * 
2 —— Xx — — T2 22 2 
JJ 
Gleichungen, welche dienen 
dx d2y 


N dt ⁊ d ta 
zu beſtimmen. 


72. 
Die Art von Differential: Gleichungen, welche uns 
jetzt beſchäftigt, iſt analogen Bemerkungen fähig wie 
in Nr. 46 — 54. Man ſieht zuerſt, daß, wenn man die 
Gleichungen 


mit ihren Differentialen 

N du = 

1 0 

5 man allgemein drey von den darin enthaltenen 
Großen eiiminiren kann, es mögen beftändige oder veräns 
derliche ſeyn. So haͤtte man im obigen Beyſpiel, die be⸗ 
ſtaͤndige Größen a, b, e fortbringen und eine einzige Res 
lation zwiſchen t, x y und denen Coeffleienten 


dx dy 
; dt dt 
unabhängig von den eliminirten Größen erhalten koͤnnen. 


Ders 
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Vereinigt man die beyden zweyten Differentiale 
d2 u 2 N 
dv 2 oJ 
mit den vorhergehenden Gleichungen, fo hat man ſechs 
Gleichungen zwiſchen welchen man folglich fuͤnf darin 
enthaltene Groͤßen eliminiren kann, und ſo weiter. 


73. 


Wir haben als unabhängige veraͤnderliche Größe 
gewaͤhlt, hätte man aber x oder y als folche angefehen, 
fo würde man dx oder dy beſtändig gemacht haben koͤn-⸗ 
nen. Man geht unmittelbar von den in der erften Hy⸗ 
potheſe enthaltenen Reſultaten, zu ihren correſpondiren⸗ 
den in der e oder in der a Aber: wenn man 


4 41 25 fan I dt2 | 
: dx | 
En (5) ſtatt | 
ſchreibt, und indem man das Differential der veraͤnder⸗ 
lichen Größe die man als unabhaͤngig betrachten kann, 
als beſtaͤndig nimmt; waͤre dies zum e x, fo haͤtte 
man 


dy er — ER 

dt a dt3 | 
2) = — dx dt sd | 

a Tr EEE 5 


Macht man dieſe Subſtitutionen, fo gelangt man zu 
Gleichungen, welche die Werthe von 
d2y da t 
i Er, und er . 
oder die Werthe der Differential = Coefficienten von der 
= S 4 zwey⸗ 
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zweyten Ordnung der veraͤnderlichen 5 und e. 
als Functionen von x betrachtet. 

Wenn man zu gleicher Zeit dt, dx und dy hätte va⸗ 
rülren laſſen, ſo wuͤrden die Reſultate in Beziehung auf 
jede der veränderlichen Größen ſymetriſch geweſen ſeyn, 
und die Differential-Coefficienten der zweyten Ordnung 
von den veraͤnderllchen Groͤßen und y als Functionen 
von t ee wuͤrden zum Ausdruck 


6 1. = ded2y > — dy dat 
dt dt | 


e 
1 4 dx _ dtdax — — 
dt (dt dt 


gehabt haben. 
Nimmt man x als unabhängige veränderliche Größe 


an, ſo wuͤrde 


1 dy N _, dxd2y — dy dax 

dx dx 25 dx 

2 „dt dx dzt — dt dax 

er — —— 
dx dx?’ 


Man 8 eben ſo die Differential⸗ Coeffieienten, der hy⸗ 
potheſe von * und t ald Functionen von y zugehörig, finden, 
und diejenigen der hoͤhern Ordnungen, bey welcher An- 
nahme es auch ſey. Man muß hier wie in Rr. 62 be: 
merken, daß, jede, Gleichung vom zweyten Grade die drey 
veränderlichen Größen‘ in ſich begreift, wovon zwey bes 
liebige Functionen der dritten ſind, wenn man darin 


dx dt, dx dt? + K dat 

ö dy = y’dt,d2y = dt + dat f 
macht, ein Reſultat geben muß; welches bloß die Groͤ⸗ 
ßen x, y x. y x’, y enthält. Es iſt leicht dieſe Ber 
trachtungen zu verallgemeinern, und fie auf jede belie⸗ 
bige 
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’ 


bige Ordnung und auf jede beltebige Anzahl von abhaͤn⸗ 
gigen veraͤnderlichen Größen anzuwenden. 


74. 

Die Differential-Formeln muͤſſen auch einer algebrai⸗ 
ſchen Transformation unterworfen ſeyn, ohne welche man 
nicht darin zwey veraͤnderliche Größen als Functionen der 
dritten anſehen konnte. r 

Es ſey zum Beyſpiel die Formel 

(dt? w. d & dy 

(dd - dzd it) T (dtd?y—dyd?t)? + (dxd’y —-dyd'x) 
ſo wird, wenn man darin die angezeigten Subſtitutionen 
macht rk 

ee ae 
SF Ey 
die Differentiale find ganz verſchwunden, weil der Zaͤhler 
und Nenner zwey Differential- Ausdruͤcke von einerley 
Grad, waren (Note Pag. 267); aber allgemein haͤtte ein 
Ausdruck vom mten Grade in Beziehung auf die Diffe⸗ 
rentiale, die Form Pdem annehmen muͤſſen, wo P eine 
gegebene Function von t, * y x, y x, y’ iſt. 


75. 
Wenn man Gleichungen von der Form 
4a ＋ bt ＋ US oi 

> pe 
in welchen U und V. Functionen von x und von y ohne t 
bedeuten, zweymal differentiirt, indem mandt als beſtaͤndig 
anſieht, ſo werden t und dt 1 und man wird 
haben ö 


— 


d O 2 

e 
wo d' und d' bloß x und y und ihre Differentiale 
S 5 wo 
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enthalten. Es folgt hieraus, daß die Gleichungen in wel⸗ 
che nur zwey veraͤnderliche Größen zu ſeyn ſcheinen wos 
von kein Differential beſtaͤndig iſt, von urſpruͤnglichen 
Gleichungen mit drey veraͤnderlichen Größen, abſtammen 
koͤnnen. 5 man zwiſchen 

d = 

0 8 d VS o 

eine beftändige oder eine andere Groͤße eliminirt hätte, 
ſo würde daraus eine einzige Gleichung von x, y, dx, dy, 
dex, d?y entſtanden ſeyn, welche ihren Urſprung aus den 
beyden vorgegebenen Gleichungen erhalten haͤtte. 

Die Gleichung . 8 
Md'x + Nd’y + Pdx -+ Qdxdy + Rdy =o, 
welche nicht von einer einzigen Gleichung zwiſchen x und 
y abſtammen kann, wenn ſie nicht der durch 
Mdx ＋ Ndy = o 

ausgedruͤckten Bedingung Genuͤge leiſtet, kann immer 
auf den Fall zuruͤck gebracht werden in welchen x und y im⸗ 
plieite Functionen der nemlichen veraͤnderlichen Groͤße t 
ſind, indem man dx, dex, dy, d’y als die Differentiale 
von x und von y in Beziehung auf t genommen, bez 
trachtet; denn wenn man darin 

f dx die, ax = 40 * 
a. * = x’dt?, dy =y’dt?] 
macht, fo bleibt dt nicht mehr darin, und es kömmt alsdann 
Mx“ + Ny“ N Px? + QR + Ry“ = o; 

ein von den Differentialen ‚unabhängiges Reſultat. Es 
wuͤrde ſich eben ſo mit jeder andern Gleichung vom zwey⸗ 
ten Grade mit zwey veraͤnderlichen Größen, und mit des 
nen Gleichungen von hoͤhern Ordnungen verhalten: ihre 

omogenität in Beziehung auf die Differentiale wird 
immer verſtatten, fie vermittelſt einer neuen veränderlis 

i chen 


Principien des Differentialcalculs. 283 


chen Größe in andere Gleichungen zu transformiren, 
welche nur Differential-Coefficienten enthalten. 

Man zieht aus dieſem folgende merkwuͤrdige Folgerung; 
es giebt nemlich keine Differential⸗Gleichung die man nicht als 
reel abſurd oder unbedeutend anſehen koͤnnte; man muß 
nur wiſſen, daß eine Differential-Gleichung ſich nicht im⸗ 
mer auf eine einzige urſpruͤngliche Gleichung bezieht, und 
daß man, um ihr Gnuͤge zu thun, deren mehrerer annehmen 
muß die zuweilen neue veränderliche Größen enthe len. 

f 76. 

Wir haben bey der Bildung der Differential-Gleichun⸗ 
gen mit zwey veraͤnderlichen Größen; (Nr. 46) angenommen 
daß, indem eine von den veränderlichen Größen einen will⸗ 
kuͤhrlichen Zuwachs erhalten Hätte, die andere in einer Reihe 
nach den Potenzen dieſes Zuwachſes geordnet war; man 
kann ſich aber auch denken, daß eine gegebene Function 
von zwey veränderlichen Groͤßen einen willkuͤhrlichen Zu⸗ 
wachs erhalten habe, alsdann werden die durch jede 
derſelben insbeſondere erlittenen Zunahmen dieſem Zus 
wachs untergeordnet ſeyn. Wenn z. B. das Produet xy 
aus zwey veraͤnderlichen durch die Gleichung V = o vers 
bundenen Groͤßen, einen beliebigen Zuwachs 9 erhalten 
haͤtte, ſo wuͤrden die Veränderungen h und k, die reſpective 
durch * und durch y geprüft find, beyde beſtimmt ſeyn. 

um ſich davon zu überzeugen, fo braucht man nur 
xy St zu machen, man aß alsdann kraft der beyden 
Gleichungen a 

X t) 
ıvV=o0 
x und y als Functionen von t anſehen, und nach dem was 
in Rr. 68 geſagt iſt, koͤnnen x T h und y ＋ K ſich nach 
den Potenzen von g entwickeln. Diffe⸗ 
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Differentiirt man obige Gleichungen, ſo hat man 
xdy + ydx = dt 
dy S o . N a 
und man zieht daraus die Differential-Coefficienten der 
veraͤnderlichen Größen x und y als Functionen von t ber 
trachtet. Wird von neuen differentiirt und dt als beſtaͤn⸗ 
i dig angenommen, ſo kommt 
* xd’y +axdydx ＋ yd = o 
* d VS = O 
die erſte Gleichung giebt das Mittel aus der Zweyten eines 
der zweyten Differentiale z. B. d’x fortzuſchaffen; das 
Reſultat wird nur dx, dy, d’y enthalten, und wenn man 
es durch de? dividirt, fo wird es eine Relation zwiſchen 
x und y und zwiſchen den Coefficienten 
dx dy d'y 

| „ ara, 
ausdruͤcken. Wenn man’ feiner Tour nach differentürt, 
fo kann man noch daraus d’x eliminiren, welches darin 
von neuem eingefuͤhrt ſeyn wuͤrde. Man ſieht, daß man 
auf dieſe Art immer Gleichungen erhalten kann, in welchen 
kein höheres. Differential von dx vorkommt als das 
erſte. 

Das eben Geſagte iſt allgemein, und wenn man in 
einer Gleichung V=o zwiſchen x und y eine be⸗ 
liebige Function U von x und von „, als unab⸗ 
hängige veraͤnderliche Größe nehmen will, fo 
differentiire man wie gewoͤhnlich die vorgege⸗ 
bene Gleichung V So, ſchaffe daraus dx oder 
dy mit Hülfe der Gleichung d dt fort, und 
dann d’x oder d’y vermittelſt der Gleichung 
AU =o, oder welches auf eins herauskömmt, 
dadurch daß man du beftändig macht. | 

5 Es 


/ 
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1 


Es trägt ſich ſehr oft zu, daß man nicht den ur⸗ 
ſpruͤnglichen Ausdruck von U, ſondern nur deſſen Diffe⸗ 
rential kennt, ſo daß man nur die Gleichung 

diu dt i 
hat; dieſer Umſtand verändert nichts an der vorſtehenden 
Regel, welche ſich eben ſowohl auf Differential-Formeln 
als auf Gleichungen erſtreckt. Wir wollen dies durch eis 
nige Beyſpiele deutlicher machen. 


77. 


Beige man habe 
dt = ydx; 
ee der date hat man 
* ＋ dxdy = o; 
folglich 5 a 
dxdy 8 


dex = — 


1 


7 a 
Mit dieſem Werthe bringe man d' aus den Gleis 
chungen oder aus den Formeln die es enthalten fort, ſo 
werden die Reſultate ſich auf die Hypotheſe beziehen, in- 
welcher ydx das erſte Differential der unabhängigen ver, 
aͤnderlichen Größe ausdruͤckt. Obgleich ydx nicht das 
unmittelbare Differential weder von der Function x noch 
von der Function y iſt, fo muß man doch, weil dieſe 
veraͤnderliche Größen als voneinander abhängig betrachtet 
ſind, ydx als das RE einer impliciten Function 
von x anfehen. 
Dies vorausgeſetzt, fo würde man, wenn man 
dxd’y — dyd’x + adx + by’ = O 
hätte, und darin den für dax vorhin Wir Bun 
druck ſubſtituirte, daraus ziehen 5 
ydaday + dady2 + ayda’ + bydy = o. 2 
Der 


Pr 
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Der Differential-Coefficient der zweyten Ordnung 


5 1 dy 
u 
welcher, wenn man keinen Differential als beftändig an, 
nimmt, durch \ 
dxd’y — dyd’x x 
: dx? 
1 ift, wird in der ber Dypotheſe 
yd’y + dy? 
ydx” 
Sollten de ch in der gegebenen Gleichung oder Formel 
Differentiale von x von einer hoͤhern Ordnung als der 
zweyten befinden, fo eliminite man ſie ebenfalls weil, ins 
dem man die 9 
dx + dx dy=o 
mehreremale 5 einander differentiirt, daraus neue 
Gleichungen entſtehen, woraus man ſucceſſive die Werthe 
von d'x, d'x u. ſ. w. ziehen kann. 
Wir wollen als zweytes Beyſpiel annehmen 
dt Ver + dy-; 
man hat in diefen Fall a 
dxd'x + at =o 
woraus folgt 


In diefer neuen Hypotheſe wird die Gleichung 
dxdey — dyd’x + ad + bd; = o, 
(dx? ＋ dy’)d’y * adx’ + baxdy’ = 
und die Formel 
N, | dxd’y — dy dex 
— — 
ändert ſich in g 
(dx? 
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(dx? + dy d 
dx“ 5 
Die ſueceſſiven Differentiale der Gleichung 
dxdex + dyd’y=o 
werden die Mittel darbieten, d’x, d’x.w ſ. w. zu ein 
niren. 
Dieſe Transformationen hangen in gewiſſem Betracht 
von dem Mechanismus des Calculs ab, es find bloß Als 


ten, einerley Reſultat unter verſchiedene Formen darzu⸗ 


ſtellen, unter welchen man diejenigen waͤhlen kann, die 
am genauſten und kuͤrtzten zu ſeyn ſcheint. 

Sie reduciren ſich alle auf folgendes allgemeines 
Problem: es iſt eine Gleichung oder eine Diffe— 
rential-Formel gegeben in welcher man ein 
gewiſſes erſtes Differential als beftändig an: 
geſehen hat, man ſoll ein andres Reſultat 
darſtellen, in welchem ein andres Differential 
als beſtändig angenommen iſt. 

Um es aufzuloͤſen, ſo muß man den Differential: 
Coefficienten von der einen der veraͤnderlichen Großen, 
y oder x, evident darſtellen, fie als eine Function der 
andern betrachten, und darin ihren Ausdruck in der 
neuen Hypotheſe ſubſtituiren. 

Um alſo von der Gleichung 

ydxd’y + dxdy? + aydı? + bydy mo, 
in welcher das Differential ydx ats befländig angenom, 
men iſt, zu einer andern uͤberzugehen, wo dies der Fall 
mit - 
V ar 
iſt, fo beobachte ich, daß der Differential: Sorfficiine der 


zweyten Ordnung 


I 
d 
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3 74 \ 
dx 5 dx 
iſt, in der erſten Hypotheſe durch 
. 
f ydx 
ausgedruͤckt; ich habe alſo 
dy AN + 2 
8 ( * dx 


(a + dr 


ſubſtituirt man dieſen Werth 55 der vorgegebenen Glei⸗ 
chung, ſo entſteht daraus 
2 Sy, 3 3 
dx . ( + adı + bdy’ = 0 
eine Gleichung, worin man jedes beliebige Reſultat als 
beſandig 5 kann, indem man ſtatt 


dy 
0 
* dx z 
feinen Ausdruck in der neuen Hypotheſe fest. , Wenn 
man 


2 


und folglich 


dy D 


Vas + dy° 
macht, fo hat man . 
4 21 ER dy dy 
A 5 


N bringt man 


mit Huͤlfe dieſes Werthes fort, ſo wird die vorgenom⸗ 
mene Transformation verrichtet ſeyn. Allgemein, um jes 
den beliebigen Differential- Ausdruck zu transformiren, 

| fo 
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fo redueirt ſich alles darauf ihn fo vorzubereiten, daß er 
bloß Diff erentjal⸗Coefficienten und Differentiale von der 
erſten Ordnung enthaͤlt: belt,, mögen wie gewoͤhn⸗ 
lich dieſe Coefficienten bezeichnen „fo ir man rar wor 
e ö 8 


7 45 5 1 
ze) 
var) 
ee ee] 
. 


Man laſſe ay und dx in den dien bepgefügten For⸗ 
meln gleichzeitig variiren, und ſubſtituire für d2x oder 
für dey den Werth, welcher aus der Hypotheſe die man 
ſich zu machen vornimmt, entſteht. 

Man ſieht hieraus, daß, wenn man auf eine Diffe⸗ 
vential: Gleichung ſtoͤßt, und man will deren Bedeutung 
wiſſen, es bekannt ſeyn muß, bey welcher Hypotheſe ſie ge⸗ 
bildet iſt, oder welches auf eines herauskommt, welches 
die veränderliche Größe iſt die man als unabhängig ans 
geſehen hat: denn dies iſt eine von den Uebereinkuͤnften, 
die man immer beym Anfang einer Unterſuchung aus⸗ 
druͤckt. Es iſt leicht obige Betrachtungen auf Fälle aus: 
zudehnen, wo man dreh Gleichungen zwiſchen vier veräns . 
derlichen Größen, oder allgemein eine Anzahl von m—ı 
Gleichungen zwiſchen m veraͤnderlichen Größen hat. 


I. Theil. & 78. 


| 


r 


290 Etrſtes Kapitel. 
a 1193344 78. it - . 
Wenn man mehrere Gleichungen zwiſchen einer An⸗ 
zahl von veraͤnderlichen Größen und ihren Differentialen 
hat, ſo kann man immer durch eine Eliminirung daraus 
ein einziges Reſultat ziehen, in welchen die Anzahl der 
veränderlichen Größen um fo viel Einheiten vermindert 
iſt als man Gleichungen hat weniger eine, welches wir 
bey zwey Gleichungen zwiſchen drey veraͤnderlichen Groͤ— 
ßen auseinanderſetzen wollen, und welches dann leicht ſo 
weit man will ausgedehnt werden kann. 
Es ehe 
Se. 
0 
zwey Gleichungen zwiſchen den veraͤnderlichen Größen t, 
x, y und ihren Differentialen von der erſten Ordnung an 
bis mit zur Ordnung m. Um daraus eine Gleichung abs 
zuleiten, welche weder die veraͤnderliche Groͤße t noch ir⸗ 
gend eine ihrer Differentiale enthaͤlt, ſo muß man eine 


Anzahl von Gleichungen verſchaffen die ſo groß iſt, daß 


man t, dt, det. . . dme als particulaͤre unbekannte Groͤ˙— 
ßen eliminiren kann; in der That, wenn man weder die 
urſpruͤnglichen Gleichungen noch alle Zwiſchendifferentiale 
zwiſchen ihnen und der vorgegebenen hat, ſo kann man 
aus dieſen bloß den Werth von amt finden, durch t, at, 
det . . dm zt und durch die veraͤnderliche Größen x, y 
und ihre Differentiale ausgedrückt. Wäre dt beſtaͤndig, fo 
ſcheint es, wenn man ein einzigesmal eine der vorgegebenen 


Gleichungen differentiirte, als wenn mant und at elimini⸗ 


ren koͤnnte, weil drey Gleichungen da ſind, man muß 
aber beobachten, daß die Differentiale d’y und dex, dt 
implicite enthalten, wein fie genommen find indem man 


in Beziehung auf die Potenzen des Zuwachſes der veraͤn⸗ 


der⸗ 
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derlichen Größe t entwickelt hat (Nr. 68); man muß alfo 
das Differential von der einen der veränderlichen Größen 
die beybehalten werden ſoll, als beſtaͤndig annehmen. 
Wir wollen folglich annehmen dx ſey beſtaͤndig; fo erhalt 
man, wenn zuerſt amt zwiſchen den beyden vorgegebe⸗ 
nen eliminirt iſt, eine Gleichung welches bloß noch t, dt. 
dm rt enthält, man differentüre fie, fo wird ein Reſultat 
kommen in welchem amt hineingekommen ift. Wird dies 
Reſultat mit der einen oder der andern der Vorgegebe⸗ 
nen combinirt, fo wird es durch die Eliminjrung von 
dw-xt eine zweyte Gleichung geben, die bloß dm-Tr und 
die Differentiale der niederen Ordnung enthaͤlt. Macht 
man mit den beyden gefundenen Gleichungen die nemli⸗ 
chen Operationen als mit der Vorgegebenen, ſo eliminirt 
man dw xt, und gelangt zu zwey neuen Gleichungen in 
welchen dm-2: das Differential von t von der hoͤchſten 
Ordnung iſt. Es iſt leicht dies Verfahren fortzuſetzen; 
und man ſieht allgemein, daß man mmal differentfiren 
muß um die Differentiale von t fortzuſchaffen; das End⸗ 

-reſultat wird alſo von der Ordnung zm in Beziehung 
auf die Ordnungen der uͤbrigbleibenden 2600 RE 
Größen x und 5 ſeyn. 

Wir wollen jetzt annehmen die Gleichung U=o 
fey von der Ordnung w, und die Gleichung Vo von 
der Ordnung n. Indem man nmal die Gleichung 0 = 0 
und mmal die Gleichung Yo Differenttirt, fo ver⸗ 
ſchaft man ſich n m Differential Gleichungen; man 
wuͤrde alſo davon eine Anzahl m+n+2, haben, indem man 
die zwey Vorgegebenen mitrechnet; da aber die zu elimi⸗ 
renden unbekannten Groͤßen, nemlich: t, dt, d?t,,. dmnt 
nur an der Zahl m ＋ n + i da find, ſo entſtehet aus 
ihre Eliminirung eine Endgleichung don der Ordnung 

22 Man 
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Man koͤnnte mehrere wichtige Bemerkungen üͤbet 
dieſe Eliminirungs⸗Methode machen, da ſie aber wegen 
der damit verbundenen weitlaͤuftigen Calculs ſelten an⸗ 
gewendet wird, und weil wenn ein Reſultat von einer 
hoͤhern Ordnung als die Vorgegebene, gegeben iſt, ſich 
die Schwierigkeiten die man faſt immer anteift um von 
den Differential⸗Gleichungen zu den urſpruͤnglichen Glei⸗ 
chungen zuruͤck zu gehen, haͤufen, ſo glauben wir nicht 
uns dabey langer aufhalten zu muͤſſen; uͤberdem wird 
man im Integralcaleul ein Verfahren finden, das gleich⸗ 
ſam das Umgekehrte des vorſtehenden iſt, und deſſen ſich 
die Analyſten bey den Fragen dieſer Art die ſie abzuhan⸗ 
deln hatten, bedient haben. 


79. 


Wenn man nur eine einzige Gleichung zwiſchen drey 
veränderlichen Größen hat, ſo kann man immer, indem 
man zwey willkuͤhrlich nimmt, die dritte beſtimmen. Es 
ſey u o eine 2 Gleichung die „ y und z enthält; fo 
wird, wenn man x und y als zwey unabhängige veraͤn⸗ 
derliche Groͤßen anſieht, 2 eine Function von beyden ſeyn, 
und wenn x einen beliebigen Zuwachs erhält, und y als 
beſtaͤndig angenommen wird, fo wird 2 eine Veränderung 
erleiden / die der von * untergeordnet iſt. In dieſer Hy⸗ 
potheſe muß die Gleichung u = o als eine Gleichung 
zwiſchen zwey veraͤnderlichen Größen x und z angeſehen 
Werden; man hat alſo 

du du dz 

‘ dx dz dx 
und zieht hieraus den Differential = Eoefficienten von 2 
in Beziehung auf die Variabilität von x. Man muß 
ſich hier, * der Nr. 30 gemachten unterſcheidung, er⸗ 
innern 


2 0 
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65 * d 8 r 42 
innern, daß in qa dz nur das partielle Differential von 


2 iſt, in Beziehung an die Veränderung von x allein ge⸗ 
no nmen. 

Es iſt e daß wenn man ‚hätte 
varliven laſſen, und die vorgegebene Gleichung fo diffe⸗ 
rentürt würde, als wenn fie nur die veränderlichen Groͤ⸗ 
gen y und z enthielte, folgendes enstanden waͤre 

du du dz = 
dy . da dy 
Wenn man die erſte der vorhin gefundenen Gleichun⸗ 
gen durch dx und die zweyte durch ay multiplieirt, und 
fie alsdann zuſammenaddirt, fo kommt 


du du du dz de] 2 

4. 4. ch au l geld 4. 4. 4 . 6 
dx d 27 5 N 
Aber , dx + 5 dy ift nichts anders als das voll⸗ 


ſtändige Differential von (Nr. 28) man hat alſo 

du du du 

— ir ＋ 4 — 75 * + 47 88, 
das. heißt, man 2 5 2295 er der Gleichung 
u= o, in Seziehung auf die drey veraͤnderliche Größen 
x y und 2 genommen, gleich Null ſetzen. Man muß 
richt vergeſſen, daß dies Differential als gleichbedeutend 
mit zwey Gleichungen angeſehen werden kann, denn wenn 
man darin dz ſeinen Werth 5 


d : daz 
ax dx + = dy 
ſubſtituirt, fo muͤſſen, wegen der Unabhaͤngigkeit der Zu⸗ 


nahmen von dx und ay, die Größen, welche jede unter 
ihnen multiplieiren, für ſich gleich Null geſetzt werden. 


© 3 80. 
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Man gelangt zu den Gleichungen, welche die Coeffi⸗ 
cienten der hoͤhern Ordnungen geben, wenn man die 
Hai ungen, 


* da ER 44 
dq ee 

Tr d da dx | 

du du dz 4 5 | 

dy d df 4 


Differentürt. 2 
> 1 1 u N 
Wir 000 die erſte durch == und die 
zweyte durch 525 uͤbereinſtimmend mit der Nr. 70 ein: 


geführten, Bezeichnung, vorſtellen. Dieſe Gleichungen ent⸗ 
halten noch die drey veraͤnderlichen Groͤßen x, y und 2, 
und koͤnnen wie die Vorgegebene behandelt werden. 
Wenn man zuerſt bloß auf die Veränderung von * Rückſicht 
nimmt, fo wird nicht allein 2 variiren, ſondern der Coef⸗ 


\ * d 2 1 
ſicient der erſten Ordnung 2 wird auch zu gleicher 
Zeit den Coeffieienten der zweyten Ordnung arb enifefen 


2 5 225 deu), 1 76 0 
laſſen. Differentürt man alſo = in Beziehung auf x, 


ſo hat man, wie fuͤr die eehte er mit zwey veräns 
derlichen N. 


du) du dz  d?udz? du dez 
n mt ERS Hr ae Mr. ach 


Wenn Ra: = in Bauche auf „ und 2 Diffe⸗ 


a oder 2 in Beyiehung aufx und z, =‘ beob⸗ 
#7 achtet, 


Principien des Differentialcalculs. 295 


= und im weyten 
91 5 zwey 


Falle 3000 f 7 
d z d': dz 5 
dy’ dady J d 
giebt, fo hat man ein einziges Reſultat, welches 
d?iu) d’u deu dz du dz du dx’ 


oder. CCC 
dn dy, dxdy wu: dz dy dx ar: dx dy az dady 


; dz 
achtet, daß im erſten Fall Ir; 


d 1 2 12 3451 
iſt. aut die Gleichung 0 dfferentirt, indem man 


y und z ut als veraͤnderliche Größen anſieht, bringt 
d (u) g, dug, du dz . d’udz* du d2z 
— — — 2 0ͤ0 
e Hat ya ag aß dy⸗ 955 dz dya 
hervor. 6 
Da aber 2 eine Function von x und von y iſt, ‚fo 
muß man u als eine implicite Function dieſer veräͤnder⸗ 
lichen Größen anſehen, man hat folglich 
d2 
dz(u) = 2 dx2 + — 5 ae xdy + 5 8 
und in der as wenn man für 
dz (u) da (u) d (u) 
dx2 dxdy dy 
die vorhin gefundenen Reſultate fubftituict, und 


d 22 2d 2 2 
dx2 dxdy 
durch das vollftändige zweyte Differential daz erganzt, fe 
hat man die nemliche End-Gleichung, als diejenige, wel⸗ 
che man erhalten haben wuͤrde, wenn man 
du 
Fr * 
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— d d == 
= +7 er 0 


differentiirt, und dabey dx und = als beftändig, 2 aber 
als eine Funition von x und von y betrachtet hätte. 


81. 


Man Pa Hr Betrachtungen daten Muͤhe 
auf jede beliebige Ordnung der Differentiirung, und 
auf jede beliebige Anzahl von veraͤnderlichen Groͤßen aus⸗ 
dehnen; denn alles reducirt ſich darauf, diejenigen zu be⸗ 
ſtimmen, welche unabhängig find, welches man nur durch 
die Natur derjenigen Frage thun kann, welche zu der 
Gleichung oder zu den vorgegebenen Gleichungen gefuͤhrt 
hat; und endlich differentiirt man, in Beziehung auf jede 
dieſer veraͤnderlichen Größen insbeſondere, indem man die 
untergeordneten veränderlichen Größen als implicite Zune 
tionen der unabhängigen veraͤnderlichen Großen bez 
handelt. 

Hätte man zum Beyſpiel die Gleichungen 
1 2 0 

“rm of 
zwiſchen den fuͤnf veränderlichen Größen s, t, x, y und 2. 
fo wurde man ſehen, daß drey von dieſe veränderlichen 
Größen unabhängig ſind. Wir wollen annehmen y und 
u ſeyen die beyde untergeordneten veränderfihen Größen, 
oder die durch die vorgegebene Gleichungen gegebene im⸗ 
plicite Functionen von s, t, x; man differentiire ſucceſſive 
a und » in Beziehung auf „ in Beziehung auf , und ia 
Beziehung auf *, fo wird man haben 


1 


du 
ds 
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du + du dy du dz 2 

ds dy ds dz ds 

du du dy du da 

dt dz dt | 

du du dy- du diz 
c de e ee 

Wenn man dieſe Gleichungen reſpective durch ds, 4% ax 
mültiplieirt, 5 zuſammenaddirt und dy ſtatt 


0 „ ＋ A 40 +2 dx, 


ar ds an dt + 95 dx 
ſetzt; ſo kommt 
a8 f gt +5 a4 5 = du = oz 

ein ahorn 80 1 man Ar aus der Gleichung 
o zihen; woraus folgt, daß, wenn man die Glei⸗ 
chungen u S o und v=o in Beziehung auf alle die 
veraͤnderlichen Groͤßent s, t, x, „ und 2 differentiirt, 
und darin ſtatt ay und ſtatt az die Ausdruͤcke dieſer Dif⸗ 
ferentiale, ſo angeſehen, als wenn ſie zu Functionen von 
drey veraͤnderlichen Größen gehoͤrten (Nr. 39) fubftituirt, 
man den Coefficienten von dem Differential jeder unab⸗ 
haͤngigen veraͤnderlichen Große für ſch gleich Null ſetzen 
muß. 

Betrachtet man die Siena ee ſelbſt als 
neue implicite Functionen der veraͤnderlichen unabhängigen 
Groͤßen, ſo wird man bey der Unterſuchung der niederen 
Differentiale nicht aufgehalten werden; alſo wollen wir nach 
einigen Bemerkungen über die Eliminirung der beſtaͤndi— 
gen Groͤßen und der Functionen, das was die Entſtehung 
der Differential⸗Gleichungen betrift, beſchließen. 

T 5 32a 
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Da die Gleichung u = a zwiſchen x, y und a, zwey 
erſte Differentiale 
Be = o und == o £ 
hat, fo ift augenſcheinlich, daß man zwiſchen dieſen drey 
Gleichungen zwey beftändige, Größen eliminiren kann, das 
Refultat wird alsdann die Relation der veränderlichen 
Größen x, y, 2 und der Coeffieienten = und + unab⸗ 
haͤngig von den eliminirten Größen ausdruͤcken. 
Wenn man mit obigen Gleichungen die drey der 
zweyten Ordnung 
Em) i d Ae 
dq xd E 
verbindet, fo hat man fiche Gleichungen, zwischen wele 
chen fünf Grbßen eliminirt werden konnen; u. fi w. 


33. | 

Dies führt uns zu einer wichtigen Bemerkung; daß 

man nemlich aus einer G eichung mit drey oder mit eis 

ner guößern Anzahl veraͤnderlichen Größen, Functionen 

eliminiren kann deren Form durchaus unbekannt iſt. 
Man habe zum Beyſpiel die Gleichung 8 

2. Flax + by), 
in welcher der Buchſtabe Fei e Function bezeichnet, des 
ren Form auf keine Art l iſt; . wollen jetzt 


daraus eine Gleichung zwischen S — = und © — * ableiten, die 


unabhängig von Ae PER it, 5 welch een 
ſowohl e b 5 f 
e * = 
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2 = A + by, als 2 = Fax + by, und 
2 = sin. (ax + by) 
und überhaupt allen Funetionen der Größe ax + by zus 
kömmt, von welcher Form fie au feyn MiOgeh Man 
mache dieſerwegen 5 
an ＋ by = t 
ſo wird die vorgegebene Gleichung 7 = fl, er man 
hai bir 2 
dz = Fcthdt; er 


. 


aber 


alſo 
d 
dx 
da 
dy dy 
3 j aid dt. " 
Seht man für = und ar ihre Werthe a und b, und 
eliminirt P(t); ſo kommt 
- d.z dz 
1 5 ug dy = O. 

Dieſe Gleichung druͤckt ein Merkmal aus, vermittelt 
welches man erkennen kann, ob eine vorgegebene ‚Gleis 
chung eine Function von ax A by ausdruͤckt oder nicht: 
denn nach an — muß ſie allemal, wenn man 


darin ſatt ge und © y die Werthe ſetzt, welche aus der 


Differentiirung einer e von ax + by entſteht, 
ihr Genuͤge geſchehen oder u muß identiſch werden. 
Wir 
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Wir wollen annehmen, man wüßte den Urſprung des 
Polynoms N i 

4 aabxy 5 b’p°, 
nicht; ſetzt man 155 Polynom gleich 2, ind differentiich 
ſo wird man finden 5 


5 8 = we] 
de _ = aabx + 2b’y | 
I dy - 

dieſe Werthe in der Gleichung 

42 dz 
ö dx 7: 2; 8 

geſetzt, kochen dieſelbe identiſch: man kann alſo daraus 

ſchließen, daß das durch 2 vorgeſtellte Polynom eine Zuncs 

tion von ax + bx iſt; Pan auch re evident iſt, 

weil 

a’x” + oabxy + by’ = BG ＋ by). 

Man ſieht ganz allgemein, daß wenn u = 8 eine 
Gleichung zwiſchen * y, 2 und zwiſchen eine beliebige 
unbeſtimmte durch Fet) vorgeſtellte Function iſt, in wel⸗ 
cher man bloß die Zufammenfezung von t aus x, y und 
2 kennt, ſo kann man immer 00 und (t) mit Huͤlfe 
der Gleichungen 

2 d(u) diu) 

anime: res dr a 
eliminiren. e 
Geht man zur zweyten Ordnung über, fo wird die 
Anzahl der Gleichungen groͤßer, und es iſt in vielen 
Fallen möglich, zwey unbeſtimmte Funetionen zu elimini⸗ 
ren; ich werde dies nicht weiter auseinander ſetzen, viel⸗ 
weniger das was diejenigen Gleichungen betrift die mehr 
als drey veraͤnderliche Größen. enthalten: ich behalte dieſe 

Ge⸗ 
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Gegenſtaͤnde dem Integralesleul vor, mit welchen ſie in 
einem weit unmittelbaren Verhaͤltniß ſtehn. 


ie a. 
Bon den Bedingungsgleichungen, welche ſtatt haben muͤſſen, da⸗ 
mit eine Formel das genaue Differential einer andern For⸗ 
mel ſey. 


Wir haben in Nr. 26 geſehen, daß wenn u eine 
Function von zwey veränderlichen 3 —. die Glei⸗ 
chung ü 

Tu a wu 

dydx "an Axdy 
tbentifch ſey, man leitet daraus, zwiſchen den Diffe⸗ 
rential⸗ Coefficienten der Functionen von zwey oder von 
einer groͤßern Anzahl unabhängiger veraͤnderlicher Grö⸗ 
ßen, eine Folge von Relationen ab, welche die Mittel 
darbieten, woran man erkennen kann, ob ein gegebener 
Differential-Ausdruck von der Differentiirung einer ur⸗ 
ſpruͤnglichen Function oder uͤberhaupt von einer Differen⸗ 
tial⸗Function von einer niederen 3 als fer" ent⸗ 
ſtehen kann oder nicht. 

Man habe fürs erſte einen, Ausdruck von der erſten 
Ordnung 
5 Md ＋ Nays 
ſtellt u die urſpruͤngliche Function von x vor, von welcher 
fie das Differential iſt, fo hat man f e 
8 du? 

ER 

du 7 
N 97 
und folglich 

N AM. 
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dM deu 
r dy d | n 
dN du 
dq dx dy.) 
es folgt alſo hieraus, daß die Gleichung 
i 4 dN 
BER 2 dy Re 
identiſch ſey. Wäre dieſe Bedingung nicht erfüllt, ſo 
koͤnnte der Ausdruck 
Mdx ＋ Ndy 
; acht das Differential von irgend einer urſpruͤnglichen 
Function von zwey unabhangigen veraͤnderlichen Groͤ— 


ßen ſeyn. 


Die Bedingungen welche noͤthig ſind, damit der 
Aus druck 
Max ＋ Ndy “+ Pdz 
das Differential einer urſpruͤnglichen Function u von 
drey unabhängigen veraͤnderlichen Größen ſey, ſind eine 
unmittelbare Folge von dem was wir vorhin in Abſicht 
auf die Functionen von zwey veraͤnderliche Größen gefun⸗ 
den haben. In der That, wenn man z als beſtaͤndig be⸗ 
trachtete, ſo wuͤrde man haben dz = o; der Ausdruck 
Mdx # Ndy 
würde das Differential von u ſeyn, fo genommen indem 
man bloß x und y variiven läßt, und Mobs auch der 


N ee 


’ TUR 
Genuͤge leiſten. nee 1058 hierauf dy = o, fo kommt 
Mdx + Pdz 


ein partielles Differential, welches fo genommen iſt / in⸗ 
dem 
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dem man nur x und 2 varllren 3 . aus n 
man zieht ö Zu 


Da endlich die Annahme, daß x beſtaͤndig ſey, ax 
giebt, und da Ndy + Pdz das partielle Differential in 
Beziehung auf y und auf 2 genommen iſt, fo entſteht 
daraus eine dritte Bedingungs⸗ Gleichung 

dN d P 

dz dy- 
Allgemein, wenn die Anzahl der veränderlichen Größen 
in der Differential-Function 

Mdx ＋ Ndy T Pd 4. 

n waͤre, und man combinirte ſie zu zwey und zwey, fü 
zoͤge man daraus 
z nn 1) 

N \ 2 . 
partielle Differentiale mit zwey veraͤnderlichen Groͤßen, 
wovon jedes derſelhen eine Bedingungss Gleichung geben 
wurde, es würde alſo in allen 

n 0). 
2 
von dieſen Gleichungen ſeyn, welche identiſch ſeyn muͤſ⸗ 
ſen damit die Vorgegebene das Differential einer ur, 
ſpruͤnglichen n unabhängige veraͤnderliche Größe enthal⸗ 
tenden Function ſey. 


85. 


Wäre die vorgegebene Formel von der zweyten Ord⸗ 
nung, daß man zum Beyſpiel N 
Qdx* + Rdxdy T $dy?, 
hätte, 
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hätte, wo dx und ay als beſtaͤndig angeſehen, Aas. ſo⸗ 
muͤßte man ſie unter die Form f 
Mdx, + Ndy 
bringen, und deshalb R = RU R“ n es wird 
alsdann kommen 8 
(dx R dy)dx (Rrdx * Säy)dys 
Nach der Bedingung 
g dM dN 
F dx 
hat man 
dd + R’dy] _ d[R” dx. Sdy] 
dy ee s dx 
oder nach der Entwicklung i 
! dR““ 
455 Jr a re * = dy; 
da aber dx und dy ee 2 von 252 unab⸗ 


haͤngig find, fo muß man beſonders haben 
dQ d- 


dy — dx 

ab 8 | 

— [m — 
dy d x 


woraus nur noch R/ und R zu eliminiren iſt. 
Man hat malt, 


Ache 


2 R R 
AN, dk. dk“ 
8 dei: . dx dx 
giebt, ſubſtituirt man dies in den vorhergehenden un 
chungen, fo kommt 


de dR dg“ 

75 d a 

dk, 48 | 
dy dx J 


diffe⸗ 
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differentiirt man die erſten dieſer Gleichungen in Bezie⸗ 
hung auf y, die zweyte in e 5 z und eli⸗ 
minirt shi 
. d? R/ 
dxdy 
welches ſich in beyden befindet, fo erhaͤlt man 
d % 48 d-R 
dys ds addy 
Dies iſt die Bedingungs⸗ Glebchung, welche ſtatt haben 
muß / wenn 
Qdx* + Rdxdy ＋ Sdy? 
das Differential einer Function von der erſten Ordnung 
ſeyn ſoll; man würde auf eine ahnliche Art zu den Ber 
dingungs⸗Gleichungen gelangen, die der Function von 
hoͤhern Ordnungen zugehörig ſind, in welchen dx und dy 
als beſtaͤndige Groͤßen angeſehen worden ſind. 

Obige Betrachtungen koͤnnen ebenfalls auf Funetio⸗ 
nen angewendet werden, in welchen man dx und dy hat 
varilren laſſen, alsdann muß man aber die urſpruͤngliche 
Function von welcher die Vorgegebene abſtammt als vier 
veränderliche Größen enthaltend anſehen, nemlich x, y. 
dx und ay: wir werden demungeachtet dies Verfahren hier 
nicht befolgen, weil man ein weit allgemeineres hat, deſſen 
Reſultat ſich auf jede beliebige Anzahl von veraͤnderlichen 
Groͤßen und auf jede beliebige Ordnung erſtreckt. 

Wir bemerken, daß man hier die Differential⸗Fune⸗ 
tionen von den Differential- Gleichungen unterfcheiden 
muß. Dieſe letztern ſind, wie wir in den vorhergehenden 
Nummern geſehen haben, nicht immer das unmittelbare 
Reſultat der Differentiirung; ihre Form hängt von den 
Eliminirungen ab, welche gemacht ſind, um fie zu erhal⸗ 
ten. Wir werden uns für jetzt nur mit ſolchen Functio⸗ 

1, Theil. u nen 


306 Erſtes Kapitel- 


nen beſchaͤftigen, in welchen alle veraͤnderlichen Groͤßen 
als von einander unabhaͤngig angenommen ſind, und das 
die Gleichungen betreffende, dem Integralcalcul uͤber⸗ 
laſſen. 


86. 


Es ſey U eine beliebige Function von der veraͤnder⸗ 
lichen Größen x, y und ihre Differentiale 
ar, dy, ds, diy . . . da- za, day; 

macht man 

d = A ee 

TTT wr ER 
fo wird U eine Function von den veränderlichen Groͤßen 
* Y. Ks Y.. . . XI Yaoz, und deſſen vollſtandiges 
Differential wird 


[ at dx, +2 ee e 
A 4 * 
du 
I+ 475 a et Ha are, 


L dy dyn-ı 
Aber dx, dx. . . d- x in — . . dyn- , find reſpective 
xa K. . XA yr ya. . Ynz macht man ferner 


du = U,, 
ſo kommt 
dn d day dU 
De m. ; e ＋ . 4 r 
E ort ar, 1 — 
V2 es Ya 


L dy dy⸗ 

Wenn man en U, in Beziehung auf jede der 

veraͤnderlichen Groͤßen x, ... Xn, Ya Differentiiet, ſo 

hat man zuerſt, indem man bloß Ruͤckſicht auf die Varia⸗ 
bilität von x nimmt, 

dU, 

Tax 
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fa’U 4 3 EU , PERLE d 
d dx” ur dxdx, 9 n dxn-r * 
de 1 d U d= 70 


T0 da 


Kehrt man die Ordnung der beyden angezeigten Diffe⸗ 
rentiirungen in jedem Gliede der zweyten Hälfte der vors 
ſtehenden Gleichung um, ſo wird man leicht ſehen, daß 
dieſe zweyte Hälfte nichts anders als das vollſtaͤndige 


Rn du 
Differential von 1 ſey; man hat alſo 


4. 40 
dx. 4K 


Wir wollen jetzt in Beziehung auf x, difaaulier, 3 
fo kommt 22 5 


dür du: Ae a 
dr Tee ee e * . 
| GU 
au, _| RETTEN 
dx. à e cee, e m 
+ yet dx, 1d dr, we . = ee 
| ©: 8 


Kehrt man die Ordnung der Differentiitungen in allen 
Gliedern um, wo ſich U zweymal differentiirt befindet, 
ſo hat man 


0. 
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dU, 2 du d U 
du, dx d 5 
du, du du 
dx, dx, 
du, du du 
San, a hen, 
d. dU du 
— oo. Un 
dxn-x dxn-2 dxn-r 


dieſer Buchſtabe das Differential dux vorſtellt, welches ſich 
nicht in U befinden darf, weil dieſe Function nicht von 
der Ordnungen — ı ift, bloß 
dU, du 
= 


d xn dän-I 


Stellt man die herauskommende Reſultate zuſam⸗ 
men, mund beobachtet dabey, daß man ähnliche Reſul⸗ 
tate in Beziehung auf die andere veraͤnderliche Groͤße 
y und auf ihre Differentiale y., y.. . Ya 
finden würde, fo kann man folgende Tabelle bilden: 


au, 
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d, du du, du 
— = 


— —— d. —— 

dx dx dy y 

du, d d dU, dU di 
— m u — + ee — — — 0 

dx, dx dx, dy dy dy. 
au, dU du} du, dU d 
e — . + —.— m — — 
dx; dx, da] dye dy. dys 
dU, dU dd, du d 
— ＋ d. — — d. — 
dx; dx, dx; dy dy: dy, 
dU, du AI, dU ‚dU 
— — T14———＋⏑⏑⏑⏑ — En 
dxn-I1 dxn- 2 dXn-x!dyn-ı dyn-2 dyn-x 
dU, d l 

dxn >= dxn- 1 dyn * dyn- x 


Aus dieſen Gleichungen kann U eliminirt werden. Wir 
wollen uns zuerſt mit den in der erſten Columne enthalte⸗ 
nen beſchaͤftigen; differentürt man die zweyte dieſer Gleis 
chungen und zieht ſie von der erſten ab, ſo kommt 
dU, dU, „du, 
V TR 
wird zu diefer neuen Gleichung das Differential der drit. 
ten hinzugefügt, fo findet man 
du, du, AU, 
re Ende = 
Wäre die Function U, nur von der zweyten Ordnung ⸗ 
ſo wuͤrde U bloß von der erſten Ordnung ſeyn und 
wuͤrde folglich nicht x, und dex enthalten; man hätte 
alsdann N 


d du, dU 

ea a a me 

dx a > dx, 
Wenn U von der dritten Ordnung wäre, fo würde man 
finden j 


= . 


dU, 
dx 
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d U dU dl! d 
— d. dr. d' . 
dx 1 + dx, dx; * 2 
und uͤberhaupt 
d U. d. U* U es du, 1 
ea d'. — + dt. — u. ſ. w. o 
dx dxa d x; dx A 


bleibt man ben den Differential der hoͤchſten in U, ent⸗ 
haltenen Ordnung ſtehen; ſo wuͤrde man auf die nem⸗ 
liche Art 

dU, du; dU, dU; au, 


d rd. - d' d. -u. ſ. w. O. 
dy d da days dy4 h 
haben. a 
87. 


Ob wir gleich nur zwey veraͤnderliche Größen in U 
angenommen haben, ſo ſieht man doch leicht, daß man 
allgemein ſo viel dergleichen Gleichungen als veraͤnder⸗ 
liche Groͤßen habe. Dieſe Gleſchungen werden allemal 
ideutiſch ſeyn, wenn U, das Differential einer beliebigen 
Function U von einer unmittelbar niederen Ordnung, aus⸗ 
druͤckt. Nimmt man fi alſo vor, eine Differentiak 
Function der Ordnungen zu unterſuchen, ſo mache man 
darin 
i e ae gu: 


ee 2 


1 * 
cd „ 

und ſtelle fie durch U, vor, fo kann man die Größen 

d U, du, dU, dU, .dU, d, 
q , , e, wee ee 
entſtehen laſſen um ſie in obiger Gleichung zu ſubſtitui⸗ 
ren. Erhaͤlt man keine ſolche Reſultate, die ſich ſelbſt 
vernichten, ſo kann man daraus ſchließen, daß die Func⸗ 
tion 
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tion U, nicht das Differential feiner Function von einer 
unmittelbar niederen Ordnung fey. f 
Wir wollen zum Beyſpiel die Function 
. ; Rd Zy - yd?x 
annehmen, ſte verändert ſich in 
x2 Y% = U, 


man hat 
4d I sale ed 7 
ET: ren 3 

; MU, dds d U- Di 

00% NH WRITE 37, ck ar F 1 


welches 1 Gleichungen 
ann 0 5½ — dy = 


— * ＋ dy rn m 
giebt. Die vorgegebene Function ift wirklich das Diffe⸗ 
rential von xdy — ydx. TO 4 


Die vorhin gefundenen Gleſchungen ſchließen impli⸗ 
eite die in Nr. 84. für die Functionen von der erſten Ord⸗ 
nung gegebenen mit ein. In der That, wenn man 

Md + Ndy ＋ Pd 
hat, ſo zieht man daraus 

Mx, ＋ Ny, ＋ Pz. = U. 
und da U, nur von der erſten Ordnung i, ſo hat man 
bloß die Gleichungen 


re 


dus an, 
dx dx 
* 9 71 
du, d U. 82 
2 n Ans "dz, 


welche, wenn man darin x, für en für 45 und « 
fuͤr dz ſetzt | 
u 4 dN 
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312 
dd sohn d MW dx + 1% 
Dir ee er ah aa 
dM zien le dN 
„ T r 9. 8 
dM dN de »- nd PR 
/ E e 0 7 


geben. In diefen Gleichungen aber muͤſſen die Differenz 
tiale x., y., 22 unbeſtimmt bleiben, weil die beraͤnder⸗ 
lichen Größen x, y und 2 unabhängig find. Setzt man 
das für. ſich gleich Rull, was jedes dieſer Differentiale 
multiplieirt, fo werden daraus die drey e der 
angeführten Nummer entſtehen. hi 205 
Wir wollen jetzt als letztes Beyſpiel die Funettn 

Pdx? + Qdxdy + Rdy? + Sd?x + Td?y 
aufgeben, ſie nimmt die Form 5 

* + QR. + Ry +. + Ty == U. 


an; wenn man I, differentſürt, und beobachtet, daß U, 


weder , noch y, enthält, ſo hat man die Wehe ö 


' d du. 
e 
dx dx, dxa > 
d U. dU, d 
F =o| 
dy dy: dys 
welche nase 
de „ 40 dR „ads d 7 
* r * IAE I. 1 3.777 72 
— dz PX. ＋ Q.) ＋ ds 0 
dp dq dR ds . 
— x” — X 1 Vr l X21 + — 2 
% a * + * | 


— d(Qx, + 2Ry,) er dT 0 


werden. Sind die angezeigten Differentirungen verrich⸗ 
tet, ſo ſetze man die Großen, welche Rů , 8,773 7,” 


IRRE 4 ET jede für ſich gleich Null, und es 
wer⸗ 


7 
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werden daraus zehn Gleichungen entſtehen, die ſich auf drey 
weſentlich von einander unterſchiedene reduciren, nemlich: 


R — ie O, 
dy 
dT ds 
T 0. 
N dN did 
88. 


Es ſey U, das erſte Differential der dana u fo 
hat man die Gleichung s 


d dU du Us du, 
A Er Er Fa FE EEE 8 41 N 
ven 26 2, dr d Se uf. =o(1) 
man hat aber auch 
du, du, du, du, 
—— d. +4, — 4’ A T u. ſ. w. = „ 
dx dx, dx, 


denn da U, von einer niederen 9 iſt als Us, fo 
muß U, ein Differential in Beziehung auf jede veraͤnder— 
liche Größe weniger haben. | 

Da die Relation von U, zu U, die nemliche als die von 
U, zu U ift, ſo hat man nach der Tabelle von Seite 309. 


au, | „AU, 

dx dx 

du.  dUr dUr 
dx x — Ax a 2 
d _ dUr dUr 
ds, "dass A= 
d e 

F 


U 5 Die 
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Die zweyte von dieſen Gleichungen giebt 

* dUr d U. dUr ! 
. ** — 

dx dx x dxx 


die dritte 
d. dUr = 5 - EU, —d, Ur 
d xx dxa dx 


EWR u. ſ. w. . —— 2 + 
man wird leicht hieraus ziehen 


du e dU, 
a re See Fra ruf 
dx d xx 


Geht man fucceffive von der Ei er von der 
vierten Gleichung u. ſ. w. aus, fo wird man auf die nem⸗ 
liche Art finden 


dUr d. gu, AU, 
—— — — — d. — d* 2 „W. 
dx T d xa d d rt 
d d Ua d 
S — Er d. dx; + uf w. 
dUr dU 
en Na 5 er * „ w. 
a 
u. ſ. w. 
Eubfituirt man dieſe Werthe in die Gleichung 
dUr 5 dUr dUr 
re: „ 
8 o 
% 
fo kommt | 
d 4.855 35 „ 
= — 1 Ser — te tw.==0(2), 


Die Bi: 15 (2) Bögen 30 gleicher Zeit | 
identiſch ſeyn, wenn die Function U, das Differential | 
von Ur und Ur das Differential von U iſt; das heißt 
wenn U, das zweyte Differential einer Function von eis | 
ner um zwey Einheiten niederen Ordnung iſt. 


89. 
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Es ſey U, das Ditesendint von Ua, fo hat man 
zuerſt 8 f 


* 


du, dU; d U aus du, 
— — lm d. d'. d*. te w. 
eie e fer w. C0 
und kraft der vorigen Rummer 
AD Mee d U d U. 
J . w. = 
* ART: I T h 2 
2 d U d 
e — + u. w. o 
dix x dx, dx; 7 N 
a . d d 
man kann aber die Werthe von — , — u. ſ. w. von 
. dx dxı 
’ dUr du 
den vorhin gegebenen Werthen von „  e- f. w. 
dx dx x 


ableiten, indem man die untern Indexe des Buchſtaben 

U um eine Einheit vermehrt; ſubſtituirt man die Reſul⸗ 

tate in den beyden Eur Gleichungen, fo hat man 
du, dU du, 


8 25 ie 7 1 
1 2d. 85 dt 4d + u. ſ. w. 2 (2) 
au, d 


U, 2 du, NE Ä $ 5 
ER U, FE u. ſ. w. = 0 (3) 


* . 

Gleichungen, welche mit der Gleichung (1) zu gleicher 
Zeit identiſch werden, wenn die Function U, das dritte 
Differential einer beliebigen Function U iſt. 

Wit haben bloß auf die veraͤnderliche Große x Ruͤck⸗ 
ſicht genommen, aber es iſt leicht zu ſehen, daß man 
ahnliche Reſultate in Beziehung auf jede der andern vers 
aͤnderlichen Größen haben wuͤrde, und daß man ferner 
durch das nemliche Verfahren Gleichungen erhalten wärs 
de, welche identiſch ſeyn muͤſſen, wenn die vorgegebene 
Funetion ein viertes, fuͤnftes u. ft. Differential iſt. 


"9% 


316 Erſtes Kapitel. 
̃ 90. 


Um den vorhin gefundenen Bedingungs⸗Gleichungen 
eine einfachere Form zu geben, ſo wollen wir annehmen, 
daß nachdem man in der vorgegebenen Function *, x. 
u. ſ. w. y, pa, u. ſ. w. ſtatt dx, dx. ., dy, dy. , ges 
fegt hätte, ihr vollſtaͤndiges Differential ſey 

Xdx-Xidx, +R dx; + X, dx ＋ENAdx +. ſ. w. 
+YdayrYdy, TTzdyz T Tzdyz ET. dy. u. Lw. og 


u. ſ. w. 
man wuͤrde daraus ziehen 
d, du, du, 

RE X. — r „ U. . 
zes ir. K. IE. = N uU km 
di, du, du 
Sy, — 2 — it ſ. w. 
A dy x * dy ser f 


und die Bedingungs⸗ Gleichungen in Beziehung auf die 
veränderlihe Größe x werden i 
X — IX, dx. — X HUN — u. ſ. w. = 0 
X.—adNz rd X —-Ad' X. — u. ſ. w. = O 7 
KK, te, u. ſ. w. = } 
feyn ; man würde auch die erhalten, welche ſich auf y bes 
ziehen, wenn man darin den Vuchſtaben X in Y vers 
aͤnderte. N 
Man muß beobachten, daß da die vorgegebene Fune⸗ 
tion von der Ordnung n ift, ihr Differential von der 
Ordnung n + 1 ſeyn, und daß folglich X und Y in Be⸗ 
ziehung auf die darin enthaltenen Differentiale von den 
Graden ſeyn werden; X, und Yı werden bloß vom 
n—ıten Grade; X, und Y, vom naten Grade u. ſ. w. 
ſeyn (Note zu Seite 267). ve 
Wir haben der mehreren Allgemeinheit wegen an⸗ 


genommen; daß kein Differential beſtaͤndig werde; haͤtte 
a das 
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das Gegentheil ſtatt, fo müßte man die Gleichungen in 
Beziehung auf die veraͤnderlichen Größen deren erſte Dif⸗ 
ferentiale alo beſtaͤndige Größen angeſehen find, weg: 
laſſen. Dies iſt leicht einzuſehen; denn wenn man zum 
Beyſpiel annimmt, dx ſey beſtaͤndig, ſo wuͤrde von den, 
in der erſten Columne der Seite 309 ſtehende Tabelle, 
enthaltenen Gleichungen, nur die folgende uͤbtig bleiben: 


d U. 8 du 
BR dx’ 


von welcher man nichts ſchließen kann, weil U durcheus 
unbekannt iſt. 


91. 


Es befinden ſich zwiſchen einer homogenen Function 
Rund zwiſchen ihren Differential- Coefficienten particuläre 
Relationen, deren Kenntniſſe uns wichtig ſind. 

Wenn V eine homogene Function von , y u. ſ. w. 
iſt, und man ſubſtituirt darin tu, ty u. ſ. w. ſtatt x, y 
u. ſ. w., fo wird fie nothwendig die Form tmy anneh⸗ 
men, wo m die Summe der Exponenten in jedem Gliede 
iſt (Rr. 66). Nun wollen wir annehmen, t werde t +g, 
fo hat man (t + guy ſtatt Y, eder (1 g)my, wenn 
man t 1 macht. In der nemlichen Hypotheſe werden 
ſich x, y u. ſ. w. reſpective in xt ga, y ＋ gy, u. ſ. w. 
verändern; wenn aber s y u. ſ. w. „ Th und y ＋ K 
werden, ſo hat man allgemein 


dv 
V l 7 5 E Tu. ſ, w. 85 
‚mail 3 d’v 7 
＋ 3 — h“ — 3 5 85 an E i 
93 145 42 dxdy 95 dy- A 1 


u, . Ww. 
ſub⸗ 
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ſubſtitufet man für h, k u. ſ. w. ihre Werthe, ſo erhält 
man 9 e 


N ö f 2 
v . — N s 
vA 745 gr T u. ſ. w 
(av dev’ dav > 
WO Ad? co 
* 4558 Re dss uf. w. | 
u. ſ. w. | age 


Entwickelt man die zweyte gͤͤlfte, und vergleicht die mit 
einerley Potenz der unbeſtimmten Groͤße g behafteten 
Glieder miteinander, ſo hat man 


— X21 2 
d x2 dxdy 
u. ſ. w. 
Die erſte dieſer Gleichungen Be das Theorem der 
homogenen Functionen, von denen man im Integralcal⸗ 
cul oft Gebrauch macht, und die andere Gleichungen 
ſind Folgerungen daraus. 


92. 
Von der Methode der Grenzen. 


Um die im vorhergehenden auseinapdergeſetzten Be⸗ 
griffe des Differentialcalculs zu ſergaͤnzen, jo bleibt ung 
noch uͤbrig die Identitat der Differential- Coeffieienten 
mit den Grenzen der Verhaͤltniſſe zu zeigen, welche die 
Zunahmen der veraͤnderlichen Größen unter ſich haben; 
aus dieſem Geſichtspunct betrachtete d'Alembert diefen 
Caleul und ſeine Anwendung auf die Theorie der Eurven, 

Da die Function u 

u T ph ＋ gha T rh' + uf, w. (N. 2) 
wird, 
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wird, wenn ſich * in x + h verändert, fo hat man, 
wenn man den zwiſchen dieſen beyden aufeinander folgen⸗ 
den Zuſtaͤnden befindlichen Unterſchied mit k bezeichnet, 

Kk * ph ＋ qhz + rh’ ＋ u. ſ. w. 

und folglich 


= p T qh T rh ＋ u. ſ. w. 


* 


Wenn k und h; verſchwinden, ſo wird die zweyte 
Hälfte dieſer Gleichung nicht verſchwinden, ſondern fie re⸗ 
ducirt ſich nur auf p, eine Größe welche die Grenze des 
Verhaͤltniſſes der beyden Zunahmen kund hift (Einl. Nr. ), 
und welche auch den erſten Differential: Coefficienten der 
Funetion u ausdruͤckt (Nr. 11). 


Betrachtet man p ſelbſt als eine neue Function von , 
fo wird fie, wenn ſich * in X Th verändert 
p T p'h tab? +’ u. ſ. w. 
nennt man nun die Safes dieſer beyden Zuſtaͤnden k 
ſo findet man 


K* f 
1 pe ＋ q'h ＋ rché T u. ſ, w.; 


g a ene a 
die Grenze des Verhältniß — wird alſo pl, oder der 
Differential ⸗Coefficient der zweyten Ordnung ſeyn. 


Nimmt man auf dieſe Mer die Grenze des Verhaͤlt⸗ 
niſſes vom Zuwachs jedes Differential-Coeffieienten zu 
dem der veränderlichen Größe x, fo kann man alle dieſe 
Coefficienten von einander ableiten, und ihre Formirung 
wird auf dieſe Art durchaus die nemliche ſeyn als in den 
Nummero 9 und 10. Es folgt hieraus daß das Verfah⸗ 
ren, durch welche man die ä des Verhaͤltniſſes der 

Zu⸗ 
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Zunahmen finden kann, die Ausdrucke der Differential⸗ 


Coefficienten 


du dazu d' u 
d A ſ. w. 


geben wird. 


93. 


Nichts iſt in Ruͤckſicht der algebraiſchen Function 
leichter, und die Nr. 1s gegebenen Regeln‘, finden eben 
fo auf Faͤlle ihre Anwendung, wo man dieſe Coeffieien⸗ 
ten ſucht, indem man ſie als die Grenzen der Verhaͤlt⸗ 
niſſe der Zunahme betrachtet, weil man auch aus diefen 
Geſichtspunct die Potenzen von k oder von dx welche hoͤ⸗ 
her find als die erſte, auslaffen muß. 


Man kann auch uͤberhoben ſeyn, die logarithmiſche 
Functionen und Kreisfunctionen auf Reihen zu redueiren 
In der That, es ſey u = I, nimmt man an x werde 
X ＋ b, fo verändert ſich u in uk; nach der Natur der 
Logarithmen, muͤſſen die beyden Zahlen u und u h 
Glieder einer arithmetiſchen Progreſſion ſeyn, indeß x und 
x + h ihre correſpondirende in einer geometriſchen Pro⸗ 
greſſion find, Es ſey er der Verhaͤltnißnahme dieſer letz⸗ 
tern, ſo hat man 

x * ＋ h 
Fr 


=r 


oder 
h = (r — I) x; 
und folglich 


G Lx 


2 
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Je mehr aber die Intervallen zwiſchen den Gliedern 
beyder Progreſſionen fi) verengen, deſto weniger wei⸗ | 
chen die Progreſſionen von einem logarithmiſchen Syſtem | 
ab, und deſto mehr nähert ſich zu gleicher Zeit der Ver: 
haͤltnißnahme der geometriſchen Progreſſion die Einheit; 
macht man alſo = 1 + mk fo kommt 

k BRIEF 


— — Ga 


h m mx m n K 
mithin wird die Grenze 

an 3 M 
er m x 


ſeyn, wenn man 


macht; ein mit dem in Nr. 20 gefundenen uͤbereinſtim⸗ 


mendes Reſultat. 
Haͤtie man u = ak, fo würde man daraus ziehen 
lu = xla und = = dla; 
woraus folgt, 
du = udxla = adıla; 
Es ſey Se 
J u. = sin. & 
ſo wird man haben 
u-+ Kk = sin, (x + h) = Sin. & cos. h + cos. x Sin. Ii, 
alſo hass; 
a Bee x 
sin, (eos, h- i) eos. sin h. 
Da aber N 8 l 
g h? 15 cos. h. = F, 
ſo hat man 
sin. h. = 1=cosh’= (1 + cos h) (1 cos. h); 
I, Theil. N folg⸗ 
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folglich 


EA 
1 — cos. 1 3% 2 — ae 
2 1 cos h 
und wenn man dies in den Ausdruck von b ſetzt, ſo 
kommt 
Kk = — sinx an -F eos, x sin. h 
« Ir cos. h . l 
dividirt man endlich durch sin. h, fo findet man 
K . sin h. . 
Anh == Sin. & En 28 + cos. x. 
Da nun der Bogen deſto weniger von ſeinem Sinus 


unterſchieden iſt, je kleiner er iſt; ſo naͤhert ſich das 


k e k 
R 1 9 1 + € N 
Verhaͤltniß I gegen r und zu gleicher Zeit naͤ⸗ 
hert ſich die zweyte Hälfte der vorſtehenden Gleichung 
cos. x; man hat alſo 


„du 
er 2 005,8} 


Es 


) Man wird es vielleicht ſonderbar finden, daß ich nicht wie 
mehrere Autoren, ſogleich fo geſchloſſen habe: wenn h ver⸗ 
ſchwindet, fo wird cos.h der 7 8 gleich, cos.h — 1 
verſchwindet auch, und 

K 2 cos. h — 1 

== sin, X - 

Sin. sin h 
redueirt ſich alsdann auf 


K 
— cos. x. 


Ser k 
Dies Raiſonnement iſt aber nicht ſtrenge; denn sin. h und 
h werben zu gleicher Zeit mit cos. h — 1 zu Null, und 
man biste alſo 5 

K 


8 
— , sin. x ＋ cos. x. 
n 0 25 


＋ cos. x 


Da 
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Es ſey u = cos. x; fo hat man 
u ＋ k S cds. (X + h) = ecs. x cs. h — sin x sin h 
und N 0 
k = cos. (cos. h — I) — sin. & sin. h 


sin, h? ; 5 
6 Ech, u in. x sin, h; 
NEE 1 ＋ sos. h 
woraus folgt 
K ö 4 in art, 
Ess, - — sin. x: 
Siu, h 1 ＋ cos. h 2555 
* 2 die 


„ gib a . 
Da nun der Ausdruck — welcher sin& behaftet, unbe⸗ 
O 
ſtimmt iſt, ſo kann man der Strenge nach nichts aus die⸗ 
ſer Gleichung ziehen. Bey meinem Verfahren verhaͤlt es 


ſich aber N ſo, weil in 8 zweyten Halfte der Gleichung 
sin. 


Ye er 
ua © 
2 — 


een sin. x cos. & 
Sin. B. I ＋ cos. h 


kein Glied 2 wird; 
* 


Wenn man die Betrachkung der unendlich kleinen Groͤ⸗ 
ßen anwendet, wovon wir weiter unten ſprechen werden, fs 
gilt auch noch bie eben gemachte Bemerkung; in der That; 
wenn man ſich begnügte zu ſagen, daß der unendlich kleine 
Bogen h, unendlich wenig vom Radius unterſchleden ſey, und 
daß folglich cos. h — 1 = 0 fen, ſo iſt dies nicht hin⸗ 
reichend, weil, wenn sin. h ſelbſt unendlich klein, das Glied 
cos. xsin.h mit eos. x durch die unendlich kleine Differenz 
cos. h — 1 multiplieirt, verglelchbar ſeyn könnte. Alſo 
nur dann, wenn zuvor gezeigt wird, daß cos. h — i von 
sin.h abhangt, d. h. von einer unendlich kleinen Groͤße der 
zweyten Ordnung, darf man sin. iR kr) vor cosx 
sin, h weglaſſen. 
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die Grenze wird alfo 
du 2 
dx = 


94: 

Die Betrachtung der Grenzen, kann ebenfalls auf 
Functionen mit mehrern voraͤnderlichen Größen angewandt 
werden; denn man hat alsdann für einerley Function ſo 
viel verſchiedene Grenzen, als unabhaͤngige veränderliche 
Größen da ſind; ſo if wenn u eine Function von x und 


dus. 5 

von y iſt, =: die Grenze des Verhaͤltniſſes vom Zuwachs 

der Function u zu dem der veraͤnderlichen Größe x, wenn 
5 3 

ſich dieſe letzte allein verandert; und 75 iſt die analoge 


5 Grenze in Beziehung auf y. 


95». 
Die Theorie der Differential: Öfeihungen ſtimmt auch 
mit der Unterſuchung der Grenzen uͤberein; denn wenn 
man in der Gleichung fix, y) o, x + h ſtatt x und 
1 ＋ K R. y ſetzt, ſo wird ſie 
fe +hy r9=% 
zieht man die Vorgegebene ab, ſo hat man 
FG T h, „ T - AH, y) S o; 

ein Reſultat, welches immer von der Form 

Ah ＋ NK + Ph? ＋ Qbk # Rk® + u. ſ. w. o iſt. 
Dioidirt Ei durch b. fo findet man 


u . . f bn f. dt. & K 4 u. % . 6 
e | 


|” 


Prineipiendes Differentialcalculs. 325 


K -M — Ph. Qk 


un N ＋ N . ſ. w. 
giebt, wenn aber k und h verſchwinden, ſo wird die 


5 K 
Grenze des Verhaͤltniſſes 5 


dy M 
A 
woraus folgt 
Ndy + Mdx = o. g 
Man kann dieſe Betrachtungen leicht auf hoͤhere Ord⸗ 
nungen als die erſte, ausdehnen. 


96. 
Man wird nicht verfehlen zu beobachten, daß, weil 
7 5 K 
der Ausdruck S unbeſtimmt iſt, das Verhaͤltniß 85 eben⸗ 


falls unbeſtimmt ſeyn muß, wenn man k o und ho 
annimmt. Dies iſt der Einwurf den man gegen die Me⸗ 
thode der Grenzen macht; es ſcheint mir aber leicht die⸗ 
ſen Einwurf zu begegnen; denn ich ſehe nicht ab, wie 
man noͤthig habe, das Verhaͤltniß der Zunahme h und k 
zu betrachten, wenn fie verſchwinden, noch wie man 
zu begreifen ſucht, daß die Größen ein Verhaͤltniß 
beybehalten koͤnnen, wenn fie aufhören zu ſeyn. Die 
Grenze eines Verhaͤltniß iſt keinesweges das Verhaͤltniß 
ſelbſt; aber eine Groͤße der es ſich ſo weit man will naͤ⸗ 
hern kann. Da nun dies genau in Abſicht des Verhaͤlt⸗ 


K 
niſſes 5 wahr iſt, ohne daß h und k Null ſeyn, fo trift 


der Einwurf nicht im mindeſten dem Calcul der Grenzen 
an ſich ſelbſt. Man wird in der Folge ſehen, daß die⸗ 
ſer Einwurf eben ſo wenig Gewicht gegen ihre Anwendun⸗ 

3 i gen 
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dungen der Methode der Grenzen hat, weil dieſe Me⸗ 
thode nur das Vergleichen ſolcher Verhaͤltniſſe von Linien 
zum Gegenſtande hat, die ſo wenig als man will von 
den Geſuchten differiren können, und daß die alten Geo— 
meter, uͤber deren Genauigkeit man kein Zweifel erhebt, 
immer zwey Größen als gleich angeſehen haben, deren 
Unterſchied kleiner als jede gegebene Groͤße war. 

Man koͤnnte alſo den Differentialcalcul anſehen als 
wenn er zum Gegenſtande die Unterſuchung der 
Grenzen der Berhältniffe hätte, welche die 
Zunahmen der veraͤnderlichen Größen unter 
ſich haben, wenn man die Relationen diefer 
Groͤßen kennt, und unter dieſem Geſichtspunete waͤ⸗ 
ren ihre Reſultate auch noch von den beſondern Werthe 
der Zunahmen unabhaͤngig. 


97. 
Leibnitz, einer der Erfinder des Differentialealculs, 
hat dieſen Calcul auf eine weniger ſtrenge Art als die 
vorhergehenden Methoden find, vorgeſtellt, aber dem: 
ohngeachtet bequemer in der Anwendung, und aus die⸗ 
ſer Urſache iſt es gut dieſe Vorſtellungsart zu kennen. 
Er nimmt an, daß die veraͤnderlichen Größen unendlich 
kleine Zuwachſe erhalten, und von ſolcher Beſchaffenheit, 
daß man fie der endlichen Groͤßen gegenüber vernachlaͤſ⸗ 
ſigen muß, dergeſtalt, daß dieſe Zuwachſe niemals an⸗ 
ders als unter ſich verglichen werden koͤnnen; er macht 
ferner folgende Forderung, daß man nach Belieben, 
zwey Größen die unter ſich nur um eine unend⸗ 
lich kleine Größe verſchieden find, eine für die 
andere nehmen kann. Hieraus folgt, daß man in 
der Entwicklung der Zunahmen der Functionen, alle Po⸗ 
g tenzen 


2 
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tenzen von dx, dy ... höher als die erſte weglaſſen muß. 
Um alſo das Differential von xy zu erhalten, fo entwi⸗ 
ckelt er das Produet (& T dx) (y ＋ dx) may + xdyı 
+ ydx + dxdy, zieht hiervon die urſpruͤngliche Funetion 
xy ab, und laßt das Glied asdy weg, indem ſolches un: 
endlich klein in Betracht der beyden andern iſt, daher 
iſt d. xy D Xdy + ydz. ' 


In der That, kann as dy als das vierte Glied 
e 
N a dy : dx dy 
angeſehen — Wehn alſo ax in Betracht der endlichen 
Größen, von derſelben Art als die Einheit unendlich klein iſt 
d. h. wenn es in der Einheit unendlichmal enthalten iſt, 
fo wird dy da auch unendlichmal in dx, oder in dy ent⸗ 
halten ſeyn. 


Die Regel der Differentiirung von xy fuͤhrt, wie 
man ſolches Nr. 16 und 17 geſehen hat zu den Differen⸗ 


tialen von allen algebraiſchen Functionen; und was die 


tranſcendenten Functionen betrift, ſo hebt die Annahme, 
von unendlich kleinen Zunahmen, viele Schwierigkeiten. 


In den Fall der Kreisfunctionen, z. B. erlaubt fie 
den Bogen ſo anzuſehen, als wenn ſolcher nicht von ſei⸗ 
nem Sinus unterſchieden wäre, und der Coſinus als dem 
Radius * 

Die Homogenität der Differentialausdruͤcke, iſt eine 
nothwendige Folge der Leibnitzſchen Methode; denn nach 
der oben in Betreff von dxdy gemachten Bemerkung, fo 
konnen nur Glieder vom geringſten Grade bleiben; alle 
andere muͤſſen dieſen gegenüber weggelaſſen werden. 


* 4 8 Geht 
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Geht man zur zweyten Ordnung uͤber, ſo ſieht Leib⸗ 
nitz die Differentiale der zweyten Ordnung, als unendlich 
klein, in Betreff der Differentiale der erſten Ordnung an, 
und folglich als homogen oder vergleichbar mit dem Qua⸗ 
draten von dieſen hier. Es iſt leicht zu ſehen daß dieſe 
Annahme eine nothwendige Folge von derjenigen iſt, die 
in Betracht der Differentiale der erſten Ordnung gemacht 
iſt; denn wenn man z. B. in Mdx + Ndy, zugleicher 
Zeit mit dx und dy, die in M und in N enthaltene xen 
und yes variiren N15 fo erhält man ein Reſultat von 
der Form 
Md’x + Nd’y + Päx? + Odxdy + Rdy’; 

aber dx“, dxdy und dy* find in Anfehung von dx und 
ar ahead klein, es muß daher der Homogenität we⸗ 
gen d'x und d’y in Beziehung auf dx und dy N 
klein ſeyn. 

Es folgt hieraus, daß, um die zweyten, drit⸗ 
ten u. ſ. w. Differentiale zu finden, man die 
Di'serentiale' als neue veränderliche Groͤ⸗ 
ßen anſehen muß, die ſelbſt ihre, in der hoͤhern 
Ordnung geſetzten Differentiale haben, und 
aus dem Reſultate alle Glieder von einer hö⸗ 
hern Ordnung, als dieſes weglaſſen. 

Aus dieſen wenigen Regeln laſſen ſich alle verſchie⸗ 
dene Verfahrungsarten der Differentlürung ableiten, und 
man ſieht daß fie alle diejenigen enthält, welche wir be⸗ 
reits gegeben haben. Die Betrachtungen die uns ſo eben 
dazu hingefuͤhrt haben, verdienen bemerkt zu werden, 
weil ſie in den Anwendungen ſehr bequem ſeyn koͤnnen; 
fie werden ubrigens, nachdem in den Lauf dieſes Capi⸗ 
tels entwickelten Principien, keine Dunkelheit weiter 


haben, 
re 36 
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Ich werde hier nicht von derjenigen Theorie reden, 
welche Rewton von dieſen Calculs gab, der mit Leibnitz 
den Ruhm, den Differential- und Integral⸗Calcul entdeckt 
zu haben, theilt, weil ſie auf die Betrachtung der Bewe⸗ 
gung beruhet, welche der Analyſis und der Geometrie 
fremd iſt. 


Ich kann hier Herrn Lacroix nicht beypflichten, denn 
bloße Bewegung ohne daß man dabey an Kraͤfte denkt, ges 
hoͤrt in die Geometrie, wie ſelbſt das zeigt, was in derſel⸗ 
ben Anfangsgründen von Entſtehung des Kreiſes, der Ku⸗ 
gel und des Kegels geſagt wird. 

Selßſt nach dem Begriffe der Griechen gehörte die Bes 
wegung zur Geometrie, denn in dem Buche von den Schne⸗ 
ckenlinien, läßt Archimed eine gerade Linie ſich im Kreiſe 
drehen, und auf ihr indeſſen einen Punet fortgehn. Zur 

Quadratrix, erfodert Dinoſtratus daß ſich eines Kreiſet 
Halbmeſſer gleichfoͤrmig dreht, und eine gerade Linie im⸗ 
mer einer Tangente des Kreiſes parallel gleichſoͤrmig fort⸗ 
ruckt. Man ſ. Kästners geometriſchen Abhandlungen II. 
Sammlung 23 Abih. 33 Paragraph. 

G. 


4 5 Zwey⸗ 
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„ 


Von den vornehmſten analytiſchen Gebrauch des 
Differentialcalculs. 


98. 
Von der Entwicklung der Functionen in Reihen. 


; Das Verfahren von welchen wir in der Einleitung 
(Num. 20) Gebrauch gemacht haben, um diente Potenz 
eines Polynomiums zu entwickeln, laͤßt ſich bequem durch 
die Regeln des Differentialcaleuls ableiten; denn, wenn 

man dieſes Polynomium durch f 

++ Hi T E. 

vorſtellt, und man N 

(a- EEK CTX TCA -TexN E. . M A TEBXTCX＋DX EEx“ 

: BR ; E45 

macht, und von beyden Seiten dieſer Gleichung das lo⸗ 

garithmiſche Differential nimmt, (Nr. 20) ſo findet man, 
nachdem durch dx dividirt ift, 

(66 + 
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0 + 2% + 28? + +4’ u) 
eat Ha T mer 

: B ＋ 20x + 3Dx? E AEX +. 
eg T T D E 


Laͤßt man die Nenner verſchwinden, und ſetzt diejeni⸗ 
gen Glieder die einerley Potenz von x in jeder Seite 
multipliciren, zuſammen einander gleich, ſo wird man 
dieſelben Gleichungen wie Seite so erhalten, indem man 
jedesmal» in a, 6 in b, » in e, Sind, seinem ſ. w. 
verändert, Der erſte Coefficient bleibt in dieſen Cakculs 
unbeſtimmt; es iſt aber leicht zu ſehen, daß, wenn man 
* So macht, man an = A haben wird. 

Es ſey die Function allgemeiner 

(Lex z ＋ b a E.. n 
(a! ＋ GN + rt + dia? .. * 55 
= A ＋ BR + „ be 1 Er- 2 
Nimmt man von jeder ea dieſer Gleſchung die Loga⸗ 
rithmen, fo kommt 
mg. (e T xy K Hut...) 
— nig. ( I G HH Her . ) 
d 1g (A ＋ BX ＋ Cx ＋ Dx ＋ Ext...) 
Nun findet man ferner durch die Differentiirung, 
mes ＋ 9x F 3K ＋ AEX . ) 5 
T N T e T e 
e z T „ . 
TTC 3 
TTJ7T7TTCCCCC ER SE. 
Are c T D tr... 
Bringt man die Bruͤche auf einerley Nenner, verſetzt 
alle Glieder auf einer Seite, und ſetzt den Coefficient 
einer jeden Potenz von x, jeden beſonders gleich Null, fo 
wird 


* 
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wird man folgende Gleichungen erhalten, deren Geſetz N 
leicht zu faſſen iſt. 


ebe B * n 8⁰ 
— 0 


— m @ul 
Z C ＋ (n e + anay") ? 
Un 2 0 np (n — m), A 


— 2m %. 
Zen En . . (zn) 2 
(ma), (n - m) B 
— (m1) 7 4 
5 + Zu a d“ 
(n- m)s 
+ (n—am)y3' 
—ıny3mda) 
Dieſe Gleichungen beſtimmen den erſten Coefficient & nicht, 
macht man aber x = 6, fo hat man 
em 


F N 5 


99. 

Die Methode, welche wir in den vorhergehenden Vey⸗ 
ſpielen angewendet haben, beſtehet darin die angezeigten 
Potenzen verſchwinden zu laſſen, und zwar vermittelſt der 
Logarithmen, denen man ſich nachgehends durch die Dif⸗ 
ferentlirung entlediget“); weil man aber auch die tranſ⸗ 

cenden⸗ 


) Ohne hier Logarithmen aan, kann man auch ſo 
verfahren, es ſeyen 1 und 2 zwey beliebige Functionen 
von x, And es ſey 
ya = 
f iſt ** 


nya= I 
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cendenten Größen einer Gleichung verſchwinden laſſen 
konn, indem man fie mit ihren Differentialen combinirt 
(Num. 83), ſo hindert nichts, auch bey ihnen dieſe Me⸗ 
thode anzuwenden. 


Eine der einfachſten dieſer Functionen ift 

d Te et 
wenn man ihre Entwicklung durch 

A ＋ BX + Cx ＋ De’ FER Fi. 
vorſtellt, und man das Differential der Gleichung 
Ig (a-EGX TVN AHR TEX T. . ) ATEX T CX TDZTE AT. 
nimmt, fo finder man ö 5 

3 e+ 


nyn- x dy dz 
oder 5 
a N nyndy = yd 
folglich a 
: nzdy = dz. 
Es ſey ferner auch u eine Funetion von x und es ſey 


um 
— — 2 
ya 
fo if 
mum x du num dy 
— — —— 2 dz 
yn yarı 
um ti u 
m. — , du — n. — . du = udz 
2 
oder 


u 
m. zdu = n. 2, — du c udz 
1 


folglich 
N 2 ( mydu — nudu) == yudz 
Indeſſen wurde ich hier die Logaritbmen gebrauchen, weil 
fie die Rechnung verkuͤrzen. 
G. 


\ 
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5 EN N D SEEN 
e e 
und man wird die Eoefficienten A, B. C, P.. .. wie ger 
wohnlich beſtimmen. 
Wir wollen noch als Beyſpiel nehmen 
sin. a- ESN HX TUN F. ) ATB HCN HDX HEN 
und wollen um abzukürzen 
„ ＋ BR T yx? ＋ dx 0 
A ＋ BX ＋ Cx ＋ A T. „ 
machen, daraus geht y = sin hervor; und wenn man 
differentüürt, ſo kommt 
dy = du. eos, u. 
Man könnte cos. u vermittelſt der Gleichung 
cos. ur V — Sin. us 
eliminiren, welche 
obs. u 2 71 se; 75 
giebt; und man haͤtte alsdann 
dy = dub“ 1 — 73; 
man muͤßte aber in dieſer Gleichung noch das Wurzel⸗ 
zeichen herausſchaffen. Um dieſe Unbequemlichkeiten zu 
vermeiden, fo wird man dieſe Gleichung ay = du cos. u 
zum zweytenmale differentüren, und es wird kommen 
dy = dä cos u — dus sin. u; 


ſetzt man für sin u und cos. u ihre Werthe y und = + fo 


wird man haben 
dz y 4. dau — ydus, oder 
u 
dudzy — dydzu + ydu’ = o. 
Jetzt wird nur noch erfordert ſtatt y, dy, du, dau, d'n, 
ihre Werthe zu ſubſtituiren; aber 


5 * = 


Gebrauch des Differentiolealeuls, 335 


a „ Di Fr. 
giebt 
dy = (Btacz T 3D . dx 
d N eee e 0 dx? 
und um mich nicht in zu weitlaͤuftige Calculs einzulaſſen, 
ſo werde ich die vorgegebene Function auf 
sin. ( # ERK -Hyx2) 
redueiren, indem ich d. „ ... 0 mache. 
In dieſem beſondern Falle iſt 
du = (6 + ) dx 
dau 2% dka, 
d du? = (248-128 EN 
vermittelſt dieſer Werthe wird die Gleichung 
du day — dy dz u A ydu’ = 0 
durch dx theilbar, und man ſie nech » ordnet, fo nimmt 
fie folgende Form an : 
280 ++ 68Dx ＋ IAE a: 4. 
＋ 4% * + 127Dxs2 +,. „| 
BA -FöBzyAx-FI2BYyFAR’ g. de 
+ br A GSB E 
＋ S x2 +... | 
—29%˙ — 40 R — Dx 2 — 
Wenn man die Coefficienten einer jeden Potenz von 
gleich Null ſetzt, ſo wird man Gleichungen erhalten die 
C, D, E, . .. beſtimmen; was A und B enbetrift, ſo muß 
man zu den Gleichungen 


d a 
5 Sin, u und = cos. ij 
du 


Zuflucht nehmen. Wenn man x == o annimmt, fo giebt 
die erſte Gleichung A = sin. &, und die zweyte giebt 
B cos. a, weil ſich alsdann y auf A, u auf „, dy auf 
Edx, und du auf édx redueirt. 


100. 
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Das Tayloriſche Theorem bietet ein "eben fo einfa: 
ches als elegantes Mittel dar die Functionen in . 
zu redueclren, und zwar wie folget: 

Wenn man eine beliebige Function f(x) durch y vor⸗ 


ſtellt, ſo hat man (Rum. 5 


dy dy ha 
h 7 —— 
R T dr ＋ +2 üx2 1. 2 


dy 3 SF b. 
a d 12.3 dx 434 
Macht man x = o, ſo veraͤndert ſich 7 + h) in /ch), 
wenn man durch , I/ Y4 V, . .. dasjenige be⸗ 


day day d- x - 
zeichnet, was y, 855 3 ss ar wied, ſo hat man 


und, 


in dieſer Hypotheſe, N 
2 + N h 4 2 it - - 
FCH) = I 2 er Set 6. —— 4 
1 2 142,3 > 


Da dieſe Gleichung ſtatt hat, was auch immer der Werth 
von h ſeyn mag, fo koͤnnte man ſtatt h, ſchreiben, welches 
bey den Größen I. I“. . . . die dieſen Buchſtaben nicht 
enthalten, ändert, und man wuͤrde alsdann haben 


3 


1 Y 3 Pre 3 he IE 
FF + Rs eh 1.2.3 


die Operationen welche wir uͤber die Reihe 
dy h dy hz 
ee — 
rs dx 1. ds 12 
gemacht haben, um zu der vorſtehenden zu gelangen, res 
dz 
duciren ſich darauf, in den Größen y, 2 3 
dx dxz 
* o anzunehmen, und nachgehends ſtatt h zu ſetzen; 
wir koͤnnen alſo kuͤnftig ſchreiben 
5 n f@) 


U 


Gebt auch des Differentialealeuls. 4 337 


dy d2y * 2 d’y K 
F TA 17 452 Be gm 


indem wir uns erinnern, daß man, in die Function 
u und in jeden ihrer Differentials Evefficien- 
ten, „ o machen n Einige Veyſpiele werden 
dieſes erlaͤutern. N 


an, 


65 ſey, 15, y = ar die zu entwickelnde Function; 
wenn man x = o macht, ſo hat man 
ax = 4 1 


daraus folgt 


Yan 

Ferner 

4 == ax la 9 f ee 

dx er | = 

S | geben ! Yu (a)? 

dx 2 

dy | un 3 

2 = a*(la)3 1 — ee) 

u. ſ. w. u. ſ. w. 

folglich ö 


x“ XR 2 x’ 1 
= e l: — 0 5 — — 2 „ 
N en 1.8.3 


102. 


Es iſt leicht durch dieſes Verfahren wahrzunehmen, 
daß man nicht im Stande iſt, nach ganzen und poſitiven' 
Potenzen von x eine Function zu entwickeln, die fo be: 
ſchaffen wäre, daß die Größen X, V, Y“, V%, , un 
endlich wuͤrden. Wenn man z. B. 7 lx hätte, fo iſt 
in dieſem Falle N 6 

I. Theil. 9 f dy 
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* 1 day ®x eb 4 2 
EEE TE FT ee 
und die Annahme von K S o, macht diefe Größen ehens 
ſowohl als y unendlich. Wir bemerken im Vorbeygehen, 
daß es nicht nothwendig iſt, daß alle die Größen, 1, 
17, V . . . auf einmal unendlich werden, damit die 
Reduction in einer Reihe in der angenommenen Form 
nicht ſtatt faͤnde; wir werden wieder auf dieſen Gegen⸗ 
ſtand zuruͤckkommen, und werden alsdann zeigen es 
dieſe Schwierigkeit haftet. 

Hätte man ſich y = Ka ＋ ) vorgegeben, ſo dane 

man 


1 1 2 
„ TT 
a 2a a nee 
und 
x x? x 
ei X — 1 B 3 2 * 
* * . etz 
gehabt. 
103. 


Man wird ohne dieſe Muͤhe, das ſo eben vorgetra⸗ 
gene Verfahren auf die Functionen sin x und ces. x an⸗ 
wenden; man wird fuͤr die erſte finden 

S ed, 1 U — 1155 
woraus folgt | 
6 RES 8 
12.3 12.34. 8 
und für die zweyte findet man 

1 2 I, I/ o, / a I, % 0 
8 folgt g 
x? x” 
3 SR 

N Re 


N 


\ 
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Reſultate, welche mit denen in der Einleitung Num. a5 
ſtimmen. 
Es ſey auch zu entwickeln 
sin. ( + Px ＋ 70; 
ſo wird man haben 


y = sin. (a ＋ GX ＋ 2 
d ? 
= = (ß ＋ a7) cos, (a > N + *) | 
15 Seo, (a-Ter- T) —(A-PaN) ain. (TAN) 
4 
u. ſ. w. 
und wenn man x = 0 macht, fo ift 
* sin. # 
1 cos, 
10 aycoya— 63 sin. 4 
He d. 
104. 


Wenn man durch y den Bogen eines Kreiſes vorſtellt 
deſſen sinus x ſey, ſo wird man die Differentialgleichung 


dy 


8% 
VI 5; 22 
haben, die uns zu der Entwickelung des Bogens nach 
den Potenzen des sinus führen wird. Wirklich, zleht 
man daraus 
. 
1 dx 2 Yı . Pr 


3 
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3 
W ee 
d’y 1 3 
W Eu 5 
(1— a2)? (I- x2) 
4% 9x (35 
I — 5 
dx“ 0 1—x2)° 1 — XK 25 
dy 3.3 2.6 0 XK 2 328 SE 
eG 5 Gr ee 2 „ 
r —x2)? (i— a (I-x2)® 
u. ſ. w. 


Macht man K = o, fo findet man 
r 1 0. n 1 3.3, 
und folglich 

= = 3.38" 

ET ER 
Wir koͤnnen aber das allgemeine Glied diefer Reihe un: 
mittelbar erhalten, wenn wir bemerken, daß 

ee 1 1 * 
N du. ; 

darf — Ian e =) x” 

den der allgemeine Ausdruck von 
* 1 1 

= 23 —— 12 
welcher Seite 218 gegeben iſt, vernichtet ſich, wenn man 
x S o annimmt allemal, wenn die Zahl n ungerade 
iſt, und wenn ſie gerade ift, fo reducirt fie ſich auf ihr lege 
tes Glied, welches, wenn man die gemeinſchaftlichen Fac⸗ 
toren im Zaͤhler und Nenner ausſtreicht 

1.3.8.7. (n—1) 

EB 


* n(n— 1) 21 
wird. Das allgemeine Glied 


— 


detty. 
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da+Iy xn%7 
axatz 1.2.3 (u T 1) 
der geſuchten Reihe, wird alſo, indem man Für 


my 
dn Tx 8 
den Werth von 
u an, 2 x 
d Vi — x2 N 
ſetzt, welchen man fo eben au 


1.3.5.7. . (u—iNRkntx 
2. 4.6. 8. n(n I) 
gefunden hat,, man ſieht öbrigens daß n * 1 nothwen⸗ 
dig eine ungerade Zahl iſt. 


Schreibt man sin. ) ſtatt x, und giebt n die ſuceeſ⸗ 
fiven Werthe 0, 2, 4,6, fo wird man folgende Reihe 
bilden: * 

. 38in.) 53.8 sin. y 3.5. 7sin. yꝰ 
ee ar 3 24.5 2.4.67 2. 4.6, 879 
4 
Die Art auf welcher wir dazu gelangt ſind, hat den Vor⸗ 
zug das Geſetz, welches dieſe Glieder folgen, kennen zu 
lehren und welches man nach dem Verfahren von Nr. 45. 
in der Einleitung, nicht ſogleich wahrnimmt. 

Durch dieſe Reihe berechnete Newton die Laͤnge des 
Umfangs eines Kreiſes. Wenn man sin. 7 1 macht, 
ſo giebt ſie den Bogen von 

Een En . 3.5 Tre 
se 2. ee Tone 
Naͤhme man sin. y 2 an, fo hätte: man alsdann den 
Bogen von 30° durch eine noch convergirende Reihe als 

die vorhergehende, denn man fände den Bogen von 
30˙ 


342 Zweytes Kapitel 


—— ST ee. 
50 8 f g. In ＋ — + 


K 4 

24.5 246.7 4.6.8 9 N 

man erhaͤlt 5 ganze Länge des länger wenn man 
das Reſultat der erſten Reihe mit 4, oder das der zwey⸗ 


ten Reihe mit 12 multiplicirt. 


105. 


Wir wollen zur Unterſuchung des Bogens durch ſeine 
Tangente übergehen; wenn man den Bogen y und. feine 
Zangente x nennt, ß hat man 

* 
ay S — 1 1 ＋ 7 . 
woraus folgt 8 
dy 1 dy 2x 


— —— = 


& IIK ds (T ae 

d’y 2 Br 

a Tage) wien a+x 277, 

d'y ei: En — 4 er, 

d& GTI harte 

d’y 24 288x° 384x* 

dee (ITT NN * N 7 . w. 
und wenn man x = d macht, fo findet man 

Y=o, Ver Y'=o Yılz-a, I O, Av 2.3.4. 


. w.: 
man hat alſo 
> * * 
= X —— n 
* 13 5 5 


Das Geſetz ſpringt gleich bey den erſten Gliedern in die 
Augen; um ſich aber zu uͤberzeugen daß das Geſetz eben 
falls bey den folgenden Gliedern beobachtet wird, ſo muß 
man, wenn man will, ſeine Zuflucht zur Formel von 
Num. 35 nehmen, welche das nte Differential der Fune⸗ 

tion 
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tion (a ＋ bx + cxz)r ausdruͤckt. Nimmt man darin 
r 1 4 1. b e, 1 an, ſo giebt fie den 


1 
Be von du. 1 ＋ 720. ö 
Shane u Ya 106; 


5 Ich glaube verpflichtet zu ſeyn, bemerken zu laſſen, daß, 
wenn man in der Gleichung 


dy 5 L 
— 2 et — — 
a Vı= i 


in einer Kelhe redueirte / fo hätte man 


R 2K 2 = 
TE In pr 


IE FU 


a a K. A 
2% 4: A. n 

Wenn man burch A, B, C. . . . N, O die Cvoeffieienten 

dieſer Reihe vorſtellt, ſo wird man haben 


d 
4 1 ½ Ax + BR ＋ CX . Nxn - 
und wenn man differentiirt, ſo koͤmmt 
N d 
Zi = ax 1 ABR ＋ 60x K. NA -T m 
3 


er m 24 +34 ＋ S CRT 


dx’ 
+ (n- i)nNxU- X T. 


* a n * — 2 „ 2 


rr 3 2 
= anay _ ... 1.2 „„ NFZ. 3. (u- EI) Ox +... 


dxnꝶ l 
Weng 
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105. 


Es iſt nicht eben ſo leicht das allgemeine Glied derjeni⸗ 

gen Reihe zu finden, die die Entwickelung des Bogens nach 

den Potenzen ſeiner Tangente, vorſtellt; denn, wenn man 

die Benennungen umkehrt, d. h. indem man den Bogen 
x und ur ee y nennt, fo hat man 


ur dy 
und folglich g 
. dy = 1 es 2 
dx 3 Hin 95 


Der Ausdruck ven Je hängt alſo alsdann von der Fune⸗ 
tion y ſelbſt ab. 
5 Wenn 


Wenn x So, fo verſchwinden alle Eoeffieienten von einer 
2 du zy 
ungeraden Ordnung, und vreedueirt ſich auf 1. 2. 
dxuꝶ 1 


n. N: alſo 
dur r y xutr 
diff 7. N. 
1.3. 8 (n — t) xz 
2.4. 6G. . vnd ＋ I) 
für * ſein min fest. 
dy 
Redueirt man in der Gleichung = = das Bino⸗ 
mium (IX:) x in einer Reihe, 1 hat man N =, 


en 


wird oder wenn man 


je nachdem daß = eine gerade oder ungerade Zahl ſeyn 


xn-I 
b 


Nxufrx 
n 8 —— wird £ 
Ka „und das allgemeine Gli ar ird x 2 75 
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Wenn man * + o macht, ſo iu: many o und 
Ay N 
1 
: dx 
mit Hilfe diefer Werthe, und indem man mehreremale 
hintereinander die Gleichung 


dy 
— 221 25 
Er N 
differentiitt, fo wird man finden 
d? 5 d* 
3 — 1 2 —— 25 2 —— 0, 
dx ‚ds dx 
d’y dy dy“ 
— 2 16, —=0 — 2 2 Te 
dx ug n dx⸗ dx? 7» u. ſ. w. 
daher 
* ax" 16x°: 27. XK n 
F (x 


1 1.2.3 1.2.3.4. 5 1.2.3.4˙5· 6.7 N 

Um das allgemeine Glied dieſer Reihe zu finden, müßte 
man den Ausdruck von du. (I y?) kennen, wenigſtens 
in dem Fall von x = o; man ſieht aber, daß da kein 
Differential von „als beſtaͤndig genommen werden kann, 
ſo muß der geſuchte Ausdruck ſie alle bis mit zu der von 
der Ordnungen; man kann alſo auf dieſe Art den Coef— 
ficient a nicht anders als vermittelft alle die ihm vor⸗ 
hergehenden, aus rücken. 

Ich werde mich nur deswegen einen Augenblich "bey 
dieſer Unterſuchung aufhalten, weil ſie mich Gelegenheit 
giebt, zwey durch ihre Form Bemerkungswerthe Differenz 
tial-Reſultate kennen zu lehren. 


107. 


Ich bemerke zuerſt daß man 
5 arlı 472) ea de, y° = dn(y, y) 
95 hat, 
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hat, und daß die Reduction der ahnlichen Glieder vers 
hindert, das Geſetz der Bildung der ſucceſſiven Differen⸗ 
tiation von y2, wieder zu erkennen. Um dieſe Reduction 
zu vermeiden, fo nehme ich an man hätte yz anſtatt ya; 
alsdann, indem man mehreremal hintereinander differen⸗ 
tiiet, fende ich 
4 ‚yzzydz -p2dy 
ds, ya=yd®z-Hadydz +zd2y l 
d’ ‚yamyd3z-+3dyd?z-H3ded2y +zd’y 
F 
A. ſ. w 
Die Analogie dieſer Formeln mit denen Potenzen des Bi⸗ 
nomiums iſt in die Augen fallend, und fie wird vollkom⸗ 
mend evident durch ein eat in. Num. 31 ähnlichen Ver⸗ 
fahren. 
In der That, es ſey 
An Edu ＋ Adydn- 12 + Bd’ydn-22 TL Cd da- 32 . , 
wo A, B, C. .. beſtaͤndige Coefficienten ſind; wenn 
man dieſe Gleichung differentiict, fo kommt 
daft z VdT +A] Hefe, ane 
＋ 1 +A) ‘+B) +o° 
und man ſieht hierdurch, wie in der angeführten Num., 
daß die Eoefficienten A, B, C. . .. ſich eben fo wie die 
der eorreſpondirenden Gliedern der Potenzen das Bino⸗ 
mium bilden; man wird alſo haben 
debe. -f ende 2d ns, 0 
Die Entwickelung von (dz ＋Edyhn, wird alſo die Entwicke⸗ 
lung von de.yz geben, wenn man an die Caracteriſtik 
d die Exponenten anbringt, welche die dz und ay haben, 
und indem man beobachtet, daß d'y = y und da = m 


Den 
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Den Ausdruck von dei ytu zieht man aus den von 
de. 7, wenn man Eu an die Stelle von 2, und 45. tu, 
dl, tu. .. an die Stelle von dz, d'z, dz. ſubſti⸗ 
tuirt; man wird alſo ein vollkommen analoges Reſultat 
für die Entwicklung des Trinomiums (y t uhn 
finden. - 

Dieſes vorausgeſetzt, wenn man in de. yz, 2 
machte, fo hätte man den Ausdruck von dn. yr; und es 
iſt leicht zu ſehen, daß alle in der Formel von den Auf 
ſern gleich weit abſtehende Glieder, einander gleich ſind: 
da nun die ganze Zahl dieſer Glieder n + 1 iſt, fo 
iſt es evident, daß es Gnuͤgte, zweymal die Summe der 


erſten —— Glieder zu nehmen, um den Werth der 


ganzen a zu haben, wenn n ungerade iſt. Wenn 


aber n gerade if, fo =. die Formel ein mittleres 


Glied, welches die durch — pr angezeigte Stelle hat, 
und welches nicht rep iſt, man muß alsdann das 
doppelte der, 7 erſten Glieder nehmen und dazu dieſes 


mittlere Glied addiren. 
108. 
Mit Hülfe dieſer Betrachtungen, und der Gleichung 
= 
= =ıiıHhy zufolge, die 
i dn(I y) & du,y* \ 
Tee F rd 
giebt, wird man ſueceſſive 
a er eee 
er ee e | 
machen. 
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machen. Setzt man aber x o, ſo vernichten ſich alle 
Differential⸗Coeſficienten von einer geraden Ordnung; 
und es bleiben nur die von einer ungeraden Ordnung; 
wenn man alſo die Buchſtaben Y’, % Yan die Stelle 
von jeder der letztern ſubſtituirt, jo, findet man 

* 7 


1 2¼/. v. 
IV S 2. 4/. V% 


rn 2 „DR. ** ya AT — 30 
. 85 

va, Haha an 4 

* 2. Br TE, ya, V 

0.9.8 408.87 6 


yu =2. 10 Y% 1215 — . A 794 — 8 Tv 
23 8 1.23˙4.5 


Man wird allgemein men 
NDS aan Hmm 2 
15 1.2.3 
namen) mn) 4) 
142.3.4:5 
Man muß die Aufmerkſamkeit haben dieſe Reihe nicht 
weiter als bis zu dem Gliede zu treiben, deſſen Anzei⸗ 


% In- 3) 


IV. VIü- 5) T. } 


Nee . 1 
ger 5 1 iſt, wenn 2 Line gerade Zahl iſt; und in 


dem Falle, wo = eine ungerade Zahl wäre, müßte man 


nur, da man auf das mittlere Glied koͤmmt wovon wir 
oben geſprochen haben, nur die Hälfte, ſeines Coefficien⸗ 
ten nehmen. Alles dieſes iſt analog dem was in Bezie⸗ 
hung auf die Reihen der Sinus der vielfachen Bogen in 
Num. 42 der Einleitung geſagt iſt, und wird leicht von 
denjenigen verſtanden werden, die ſich die Muͤhe nehmen 

f - die 
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die Formeln zu entwickeln, welche man ‚wegen ihre Lange 
ee hat. 


109. 


Man hat in Rum. 92 geſehen, daß die Betrachtung 
der Grenzen zu der Theorie des Differentialcalculs fuͤhrt. 
Iſt dieſe Theorie einmal feſtgeſtellt, ſo leitet man davon 
leicht die Verfahrungsarten ab. die dazu dienen die Func⸗ 
tionen in Reihen und das 1 Theorem 955 ent⸗ 
wickeln. 

Es ſe 

e DR ER 
wenn man dieſen Ausdruck differentürt, fo findet man 


d. N 
* 
I 

d Ka * 20 ＋ 2 3D x 3 
2 D E 

2 21 2 E 


u. f. w. 
Wenn uͤbrigens die Form der Function y bekannt iſt, ſo 
wird man in x den Ausdruck der Größen 
dy dy dy 
haben; bezeichnet man durch Y, 1“, “/, /, .. was 
dieſe Größen werden, wenn man x = o macht, fo wird 
man aus den obigen Gleichungen, wenn man 980 
* = o annimmt. 
Kr 


\ 


ul, v 
1 
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ae RE? 
1.2 


D en 


1. 2. 3 
. w. 
iiehen, woraus 


r v v 7 v. u, 
1. 


wie in Num. 100 folgt. 
Wenn man die beliebige Function FG ＋ h) nach 
Peenen von h entwickeln wollte, fo machte man 
Hx ＋ h) = A ＋ Bh ＋ ch? ＋ Dh' ＋ Eh! . 
und wenn man in Beziehung auf h differentürte, fo 
würde man finden 
rd en . ach 3Dh2 ＋ 4E E. 
d'. Farb) 
dh? 
d' fix-+h) 
9 dh’ 
Macht man aber 


20 + 2.3 Ph +3. 4 Eh e 


— 1.2. 30 + 2. 3, 4 El be 


a ; x ＋ h == 
ſo entſtehet daraus 
FA ＋ h) UN. 
und man haͤtte 

A. fa) = FH, | 

es welche Art auch x’ variicte; woraus folgt, daß wenn 
man auf einmal x und h variiren laßt, dx’ = dx + dh 
entftehet, und daß folglich das vollftändige Pierential 
von 
fa + h) ſeyn wird fa’) (dx + . dh) 
oder 2 2 a 

Fl 


Gebrauch des Differentialealeuls. m 


f(x & h) d -F f(x b) dh, 
ein Ausdruck in welchen. der Differential-Coeffieient in 
Beziehung auf u derſelbe als der in Beziehung auf h iſt⸗ 
Man wird alſo haben 
d, Fi K h) 4. A b) 
555 dx 
eben ſo findet man 
D Lee 0 = Üfixhh) 
Nu nah dh LER aan 
und allgemein 
dL „_ eb 
1 dhn dn 
Man koͤnnte alſo ee © 
affx + h) db) 
NE 
an die Stelle von 
ee d? d Li) 
dh er, 
ſubſtituiren: macht man nachgehends h = o fo wird man 
finden 


3 3 


F 


A . 
B . 2 Pr 4. 
1 dx 
1.2 AN 
1 d’f(x) 
17.3 dx’ 
u. ſ. w. 


und wenn man FC) durch y vorſtellt, fo wird die Ent: 
wicklung, welche der Werth von y annimmt, wenn x ſich 
in * Y h verandert, ſeyn 


7 1 
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dy h der be dy h 
＋. pr 3 h 


dx’ dx 2 d n We 
wie ſolches aus dem Tayloriſchen Theorem hervorgeht. 


110. 


Jetzt wollen wir uns folgendes allgemeine Problem 
vorlegen: Eine Gleichung von zwey veränderli⸗ 
chen Größen, fx, y) = o iſt gegeben, man foll 
eine beliebige Function EC, Y) nach den Por 
tenzen von x in einer Reihe entwickeln. 

Es fen Fix, y) = u; fo wird u augenſcheinlich eine 
implicite Function von x ſeyn; denn, wenn man aus 
der Gleichung fs y) = o, den Werth von y zoͤge um 
ſolchen in Fix, y) zu ſubſtituiren, fo würde das Reſultat 
nur noch die einzige veraͤnderliche Groͤße x enthalten. 
Man wuͤrde alſo haben (Num. 100) 


I. 2.2 N 
wo man durch U, Ur, U, U, . das a was 
die Größen 


e U“ 3 pi za ur 


du) dm) du) 
15 re Be ° dx’ 
werden, wenn man x So fest. 
Um U zu finden, bemerke ich, daß wenn man xo 
macht, die Function F(x, y) oder u, nur noch die ein⸗ 
zige veränderliche Größe 5 enthält, und daß folglich ihr 
Werth beſtimmt ſeyn wird, wenn man dieſe unbekannte 
Groͤße wegſchaft, welches man vermittelſt der Gleichung 
FG, y) o verrichten könnte, die in derſelben Hypo⸗ 
thefe, nur eine Gleichung zwiſchen y und beſtaͤndigen Grö⸗ 
fen wird. 


DIT RL 


Man 
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Man hat 1 
ga) _ du du dy 
e e e e 


man entledtgetſch des Soefiiienten; wenn man die Glei: i 


chung fix, 5) So differentürt, welche nothwendig ein 
mE von der Form 
l Mdx + Nay — 
gaben wird, woraus man zieht l 
5 N 9 m 
Fl DIESE dun m en 
Es koͤmmt folglich Sen 
J une ehe 
TEURER unse 
Wenn man jetzt in diefer Gleichung x = 0 macht, und 
man dann den Werth von y in Beziehung Ne Hopper 
thefe ſubſtituirt, ſo wird man haben 1 
Um U” zu erhalten, ſo ſucht man ale e 
Wenn man die Gleichung 5 
| du) du du ar 
dx 25 dx er Ad 


nt 


Ay: a 
s diferentitt, und EEE man um n 44 — 5 


gemacht hat, ſo wird man finden 
= „ 
— = Fra dy Merz a 
differentiirt man auch die Gleichung 
Mdx ＋ Ndy = o, 
ſo koͤmmt man zu einem Reſultate von der Form 
Pdx” MH 2Qdxdy + Rdy? + Nd’y = 
oder, welches auf eins hinauslaͤuft, 
1 Theil. 3 P 4. 


0, 


| 
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und aus welchen man den i Werth ben — — ziehen wird, 


um ihm ſowohl als den don 5% in er Ausdruck von 


er a — zu ſubſtitulren: man muß icht vergeſſen nach den 
ne * D o zu machen 32 and den e 
direnden Werth von „ zu ſubſtituiren. Fährt man eben 
ſo fuͤr die dritte Ordnung und folgende fort, ſo faͤnde 
man U“ und die fernern Coefficienten. 

Wenn ſtatt einer urſpruͤnglichen Gleichung zwiſchen 


x und y, man nur eine Differential⸗Gleichung von der 


erſten Ordnung haͤtte, ſo könnte man doch immer die 
dr. 1;d? 

Ausdrücke von Een 2 u .. in & und y finden; da 
aber nichts = Werth r von y kennen lehrt, wenn x = o 
iſt, fo. muͤßte man dieſen Werth als eine unbeſtimmte ber 
ſtaͤndige Größe anſehen, von der nachgehends der Werth 
der Größen U, U, U . .. abhangen wird. 

Wenn man von einer Differential-Gleichung der 
zweyten Ordnung ausgeht, ſo wird man weder „, noch 


d ad ® d? 
45 kennen, und man koͤnnte nur den Ausdruck von = 


und der fernern Differential» Eoefficienten in * und y finden; 
die Werthe von U, U, U, . ., werden alsdann von 


den beyden unbeftimniten beftändigen Groͤßen abhangen. 


Man ſieht leicht ein, was fuͤr die Gleichungen von 
hoͤherer Ordnung geſchehen muß. Wenn man nur die 
Entwicklung von y forderte, fo gnuͤgte es die Werthe 

dy 


von —- 


d e 1 8 
dr = . zu finden, in dem Fall von & S o, 


o der 


> 
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oder; welches auf eins hinauskömmt, die Größen 7 
I/% . .. zu bilden (Num. 100). 

Ich werde hier nicht den Fall unterſuchen in welchen 
die Function, welche man zu entwickeln ſich vorgenom⸗ 
men hat, ſelbſt nur durch eine Differential-Gleichung 
gegeben waͤre; er kann wie der vorhergehende behandelt, 
und ſie haben beyde, eine unmittelbarere Beziehung mit 
dem Integralcalcul, als mit dem Differentialcalcul: ich 
werde mich begnügen bemerken zu laffen, daß die unbe⸗ 
ſtimmten Größen; welche in den Coeffieſenten der Entwi⸗ 
ckelung einſchleichen, die Stelle der beſtaͤndigen Groͤßen 
vertreten, welche die urſpruͤngliche Gſeichung die man 
nicht kennt enthalten könnte, und die durch die Diffe⸗ 
rentürung verſchwunden wären (Rum. 15, 30 u. ſ. f.) 


111. AR 
Unter den berſchiedenen Formen welche man für die 
Gleichung fi Y) = 0 annehmen koͤnnte, waͤhlen wir 
die folgende; 
4 — 7 ＋ K D o, 
wo oy) eine Function von y und von beſtaͤndigen Groͤ⸗ 
fen bezeichnet; weil, wenn man x = do macht, fie den 
Werth von y giebt, ohne daß es noͤthig ſey die Aufloͤ⸗ 
ſung der Gleichungen von hoͤhern Graden anzuwenden, 
und daß ferner, die daraus gezogene Reihe durch ihre 
Form und durch die Anwendungen deren fie fähig iſt be⸗ 
merkenswerth iſt. 3 
Wir wollen auch annehmen, daß die Funetion u— 
welche man entwickeln will; nur die einzige veraͤnderliche 
Große y enthielte; fo koͤnnte man fie durch ey) vorſtel 
len, und da im Fall von » == ©, die vorgegebene Glei⸗ 
32 chung 
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chung y = a giebt, fo verändert ſich alsdann 07) in 
Ha): Man hätte alfo dann uU Ia). f 


Weil u oder Un. nicht x enthält, ſo wird man n bloß 
haben 8 


2 00 


indem man aber N Gleichung 
2 1 00 0 
differentiirt, fo kommt 
a %a ＋ 0d = . (i), 
woraus man zieht 
dy 1 
E eg) 
macht man x = o, und verändert y in a, fo redueirt 
ſich dieſer Wert) auf o.) in derſelben Zeit als 90) zu 
%a) wird, mithin U“ = Ya) a). 


d(u) 2 
Wenn man = I fo findet man 


(u) Pr fi 
2 U Ev 225 


differentiirt man auch die a (1), fo geht daraus 
hervor 8 
— d’y ES K (y)d’y + xp (y)dy* 
+ 29 (ydxdy = O. (2) 
macht man * = o, und verändert y in a, fo wird der 


dy, 5 — 
Werth von 35 in dieſer Hypotheſe ſeyn 


dy. 
7 N 
** @ dx. 
oder 


a0) ea); 
aber 
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aber | 
d. Ota) ( 

20% a) Ca) = N ) 2 
8 . 3 
folglich 

una 4 %% 

* eee 

5 da y 
Man wird ne: 8 
d Tau) 2 d’y . - 
45 =. EN . 422 823 


32 d’y 
den Werth von 74 


Gleichung (2) differentiirt, und nachdem man x = © ge⸗ 
macht und y in a verändert hat, wird das Reſultat 
geben, N 
r 5 

3883 9000 f 35 ee oe = bla) 9a) 


5 
7 5 d oa * 
2 30% ) Pla)? = WN 


wird man erhalten 8 wenn man die 


1 Be A { A 
ſubſtituirt man dieſen Werth, ſo wie auch jene von 8 


und von er in den Ausdruck von a 2 fo wird man 
finden 5 0 # 
ET De nur To 
Ba 722. 
19 N j v ale ker 
| Eben 


3 


Y Durch Aa)? verſtehe ich das Quadrat von 204), uud all⸗ 
gemein (a)n = (ę(a))n, 
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Eben ſo wird man zu den folgenden Coefficienten gelan⸗ 
gen, und das Endreſultat wird ſeyn 


bat RR 
Dee ran, 2 
d. οοα]) . 
REN Ta; 
d'.y’ca‘o(a;* x* 
** da? 2 0 are .’ 
1125 5 ; 


Man könnte befürchten, daß das in den erſten Glie⸗ 
dern der oben gefundene Reihe, ſich offenbarende Geſetz, 
ſich nicht auf alle die ihnen folgen erſtreckte. Hier iſt 
ein ſehr einfaches Mittel ſich von der Wahrheit der In⸗ 
duction zu verſichern und welches zu gleicher Zeit zeigt, 
welchen Rutzen man von den Gleichungen zwiſchen den 
Differential- Eoefficienten einer Function ziehen kann, 
um dieſe Function in einer Reihe zu reduciren. 

Man muß bemerkt haben, daß die angezeigten Diffe⸗ 
rentiirungen in der uns beſchaͤftigen Reihe in Beziehung 
auf a ind; aber der Gleichung N 

a - Y ＋ R = O 
zufolge, kann darin die Größe mals eine Function bon 
* und von a 3 1 woraus folgt (Rum. 830 


daß zwischen 27 2 und 2 eine von ! der Natur dieſer 


Funckion 1 löten exiſtirt, und welche 
man durch Differentiirung der Gleichung a 
a - ＋ * e o 
\ inder, oder welches auf eins hinauskoͤmmt, 
2 hand 
in Beziehung auf x und in Beziehung auf 3. 
Statt 
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Statt uns bey dieſer aufzuhalten, fo nehmen wir 
dieſe andere allgemeinere . 
y=rla-+ xey)) 
wo 1 eine beliebige gegebene Function bezeichnet, und 
wenn man fie in Beziehung auf x und in Beziehung auf 
a differentürt, ſo koͤmmt. 


dy dy] 
rav. ee 


d Be dy 
zer Kara. e = > 


ge man oog 
. (a * X (50) 
ſo findet man nach den e 5 
P dy N 
rg 90% I. 0. 
Weil aber u, oder Ay), nur von y abhängt, fo hat 


man nur 


woraut man zieht 8 
f du dy du dy 
da da dx 
fest man fur 2) > feinen Werth 500 80 und macht man, 
um in 100 = z, fo kömmt 
e e du du du 


a 1 — — I 2) v — =2 — 
dx 4 i Ne da 


Man koͤnnte alſo ſtatt 15 die Große z 45 ſubſtituiren 


3 4 Wenn 


360 Z3Zwentes Kapitel. . 


Wenn man die vorſtehende Gleichung in Beziehung auf 
x differentlirt, fo koͤmmt 


Aber da die Größe = nichts anders iſt als 


200) K. 


d. h., eine Function von y in 2 multiplicirt, fo koͤnnte 


man ſie als den Differential⸗Coefficienten einer neuen 
Function von y anſehen, welche wir 28 u’ vorſtellen 
wollen, und wir haben alsdann 


4 du 
du’ du und da d’uf 
— — 2 — — u — 
da da dx dx da 


Kehrt man die Ordnung der Differentiirung um, ſo ent⸗ 
behet 


d’u du“ 2 N de, 

a 
Man 35 155 e daß, die N Bi zwi⸗ 
ſchen = und = epiſtirt, gleichfalls zwiſchen © 1 und 


— = fat hat, und daß folglich 


du“ RR du“ 
N dx da 
Dieſes iſt leicht zu beweiſen, weil u“ eine Function von y 
vorſtellt, und aus dieſer Urſache muß man wie oben, 
haben, 
du“ 
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du 
* 
dx 


Setzt man alſo in den Ausdruck von J zig 


du“ i 
Werth z 44 und nachher 


er vorſtellt, ſo findet man 


du“ 
deu ner 
dx2 da 
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du“ dy j 
de dx 1 
du“ 
le qe fein 
dx 


en du 
fuͤr = die Größe 2 T welche 


Differentiirt man dieſe letztere Gleichung in Veh 
auf x, fo wird man erhalten 


1 
d’u 
— 
dx 


macht man 
f du 


er 


d?,2? — — 
da 


dx da 


du“ 


da 


— 


5 kehrt man die Ordnung der Differentiirungem um, 


ſo hat man 


du“ 
Se dur dx 
d dx 2 da 
Man hat aber = 
du“ du“ 7 
Be, da da 
und folglich a 
au, „dn, 
F 
daher RR du 
55 N Er Re da 8 
e 9 a 
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Allgemein, wenn 


du- 2, zu- 1 8 — 
du- xu 5 da 
2 dan-ı dau2, 
und Man 
2725 12. du du’ . . - 
ru- 1... 
da da 
macht, fo findet man 
dnu dnu’ r dnuu““ ; „ 


— — 2 — 
dan Axdab- 7 dan- 1 d& 


und wegen 


du“ „ - du“! en- 1 2 du 
ke = 2. — 7 
d& 24a = 
kommt i 5 
Adu 
da- T 1 2 . — 
dun 1 da 
dxn dan- x 


Aber die Werthe der Differential⸗Coefficienten 
du du dnu 
dx’ drs Ax 
in der Hypotheſe x = o genommen, ſind auch die der 
Coefficienten Us, U, %. . .. Un der Entwickelung der 
Function u (Rum. 170); man wird alſo haben 


d 
at 4.27: } 
- e a x 
1 * 5 —— — . . A 
uU ＋ z Fi 3 me = 2 0 
dn- . zu U 
1 xn | 
4 „* — 7 ——— 5 —— — „ „„ Ba N 
da er 1.2.3. n 9% 


wobey man jederzeit bephachtet in 2 oder %%) und in 70 
die 
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dy 
die Werthe von y und von = in Beziehung auf die Ans 


nahme von = 2, zu ſubſtituiren, und welche der 
Gleichung 
* = Fa 90 >) zufolge, 176) und Fila) ar : 
In den durch di e Gleichung 
y Sa 
vorgeſtellten beſondern Fall, wird man bloß y = a und 


d du 2 3 4 
4 2 1 haben; U 2 und 7 5 werden reſpeetive Ja), 
a : 1 


Bla): und 9400 und | olglich wird die Entwickelung von 
n nach den Potenzen von x geordnet, ſeyn 


. A. cel: 1 
7 — a — —— 
„ U ae | 
d: a, x 
T 7 
de r. J. (a Hahn ni +] 
2 „ * er dan-ı 1.2. 3 


wie man ſolches aus der L lnſicht der in der N 
den Nummer gefundenen e. * Gliedern, geſchloſſen has 
ben wuͤrde. 


gm. 

Dieſe Reihe, zu welche Lagrange durch Induction 
gekommen iſt, indem er die Wurzeln der algebraiſchen 
Buchſtaben-Gleichungen entw ickelte, iſt nachher durch 
Laplace auf eine Art demon krirt worden, von welcher 
die vorhergehende nur in einige en leichten Veränderungen, 
welche die Ordnung dieſes Werks noͤthig machten, ab⸗ 
weicht. Das Detail der Anw endungen deren ſie faͤhig 
ift, würde uns zu weit führens wir beſchraͤnken uns auf 
eine kleine Anzahl von Beyſpiel en, und als erſtes neh⸗ 

men 
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men wir die Gleichung 8 
e — E ＋ yu = . 
Setzt man ſie unter die Form 
or 2 2 
r + Ze 22 
fo könnte man fie mit 5 a ＋T 0 ( 8 und 
man wurde ſehen, daß 
224. * Ay = 
Wenn man die Entwicklung von ym verlangt, fe hat 
man 4%) = ym, und läßt man ur a abjufürzen a an die 


Stelle von 5 ſo wird man finden 


Ya) = am 1) pa) == mann-r 
ı 2a) e] == mamtzu<r, »fila)pa)’ = mamf an- 24 
. u. ſ. w. 
und folglich i 
i X a 
ym Sam. nz en — mian-a Fl 


mim zu-) (mE Z-) 
Birnen nun mann ˖ — 


5 amt 3u-3 7 2 ＋ 
r 1.2.3 5 . 
oder, wenn man 7 anſtat t a ſetzt 


m an- Ey mm an- I) 22 


be 5 — 5 
rs (m Lin- #303 * 

To 1752 277 . 

1.2. 3 3" 3 


Es muͤſſen überhaupt hierin fo viel verſchiedene Wer⸗ 
the von ym ſeyn als die vorgegebene Gleichung Wurzeln 
hat, und man koͤnnte d ie Entwickelung einer jeden von 


ihnen insbeſondere finder,, fo wie wir eben das vorherges 


hende gefunden haben, wenn man nur die Form dieſer 
Glei⸗ 
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Gleichung veraͤnderte:; wir verweiſen aber dieſe Details 
in den folgenden Cap itel, welches ganz insbeſondere der 
an der gewidmet iſt. 


114. 


Als zweytes Beyſpiel fen die Gleichung 
e- ht .. oz 
man zieht hieraus 


Tests La ae 


und wenn man e mit 
nat 600% 
fo wird man finden 
6. 1 
4 FW * = 
0% = — dy T . . ). 
Wir wollen ferner noch annehmen, daß man die Entwi⸗ 


ckelung von ym ſuchte, und wollen immer a anſtatt ri 


ſchreiben, fo werden wir haben 
Ja) = am, (a) = man- r, 
ga) m aty — da ＋ 4a — . . 
woraus folgt 


* m r 
ym = am ＋ 1 amfr (/ — da ＋ 222 95 
“= m d,amz3w—latea?—,.)? 1 
1.3 da i » re 
m dam ( data..) T 
LH ——— NETTE EI RT 4 rd 
1.2.3 das 85 


Iſt die Zahl der Glieder der vorgegebenen BE 
chung begrenzt, fo wird die eben gefundene Reihe die 
Entwickelung der Potenz m von einer ihrer Wurzeln ger 


ben 
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ben; im entgegehgefekten Fall, e wir den, aus der 
Wiederkehr der Reihe 5 
} 4 Ay — yy?2 IE * ei e 25 
abgeleiteten Ausdruck von yu halzen. Man ſieht daß 
dieſe Methode viel . iſt, als 8 welche fuͤr 
die Reihe Ea 87 
2 d& E ba ＋ dx yo 

in Nr. 45 der Einleitung angegeben iſt; denn ſie vereini⸗ 
get neben den Vorzug, daß fie jede bellebige Potenz der 
gefuchten Groͤße giebt, nisch dieſen, daß fie das Geſetz 
kennen lehrt, nach welchein ſich die verſchiedenen Glieder 
bilden. Macht man uͤbrichens m = 1, verrichtet die Dif⸗ 


290 * 
% 1 
I Al 


5 . N Ster n ce 
ferentiirungen und verändert y in X, a oder = N 2. 
4 in a, — 7 in b, 9 in e, . ., fo wird man auf das 
Reſultat der angezeigten Run zuruͤckfallen. Ich werde mich 
nicht davey aufhalten die Rechnun zen zu entwickeln die 
dem Leſer eine Gelegenheit ſich zu uͤben darbieten. 


115. 


Wir wollen als letztes Bey fpiel die tianscendente 

Gleichung 

Sa ＋ x. sin. y 
nehmen, ſie wird durch ihre Vergleichung mit 

y Sa ＋ e ö 5 
geben, 07%) = sin.y, und wenn man die Entwicklung 
des Logarithmen von y haben will, ſo baz man . a) la, 
(a) = sin, a und 


17 
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sin. a 
5 de 
i sin. a * + 99 N 2 
EINES RE da 12 
a a 
5 32 7 XK j 
—— das „ 1.2.3 + „ „ 
a 
116. 


wenn man in der Gleichung 
a — X + x o, 
Russ macht, ſo reducirt ſie ſich auf 
a - Y ＋ ) S o; 
dieſes iſt die Form unter welcher ſie Lagrange ee 
hat, und man hat als dann ng 
dla) ala)? 


r 

ee ee | wir 

1 a?.Yla)o(a)? 
— + 


1. 2,3 da⸗ 
Nimmt man ey) = 90) an, ſo koͤmmt 
ER Ri 1 d. ea) la!“ 
Net a a 


+ A de. . (ahela)? . 
3 das ö 
Man konnte dieser Reihe Folgende Form geben, die ber 


merkt zu werden verdient, 


„ 


1 d? oa) 1 de. a) 
c 2 Er 
e e Er 
1 a. (a) 


N + 1.2. 3,39% da’ 
Endlich, wenn man Ay) = y nimmt, fo hat man 
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8 I 1 d. ꝙ (a)⸗ 

AED N LE Fre 

1.2. 3 da⸗ 
| tek man in der Gleichung 

a - y ＋ % S o, 

an die Stelle von y und von ey) die oben gefundenen 
Entwickelungen, ſo wird ſie identiſch, wie man es erwar⸗ 
ten mußte. 


117. 3 

Wir haben ſchon⸗ in Num. 102. gezeigt, daf die 
Function von 1x ſich nicht in einer Function von folgen⸗ 
der Form 

„ A . BX TCM ＋ D 

entwickeln läßt; es verhält ſich eben fo mit einer a } 
Anzahl ſowohl algebraiſcher als auch transcendente 
Functionen; und der Differentialcalcul, wie wir geſagt' 
Haben, zeigt, daß dieſe Form ihnen nicht zukommen 


42 


kann, wenn man fuͤr 2 5 . . . Ausdrucke giebt, 
Axurı de? 


die für den Fall x = o unendlich erden. 
Es ſey die Function y durch die Gleichung 
(y — a) ＋ bxy = o 
gegeben differentürt man, ſo findet ſich 
d „ by, 
dx = Ay 49 4 + ve 
aber aus der Vorausſetzung von * o, gehet y == 4 


a 3 1 1 
hervor, und folglich wird 1 alsdann — oder un⸗ 


endlich. Sucht man die Differential-Coefficienten der 
hoͤhern Ordnungen, ſo wird man gleichfalls fuͤr jeden von 
a bey⸗ 
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beyden, in dem Fall x = o unendliche Werthe finden, 
und man wird daraus schließen, daß man die Function 
y nicht noch den ganzen und pofitiven Potenzen von x 
entwickeln kann. 


Um noch ganz beſonders die Natur der Function y 
zu unterſuchen, ſo wollen wir die vorgegebene Gleichung 
* wir aden finden X 


7 2 a = & : Vh’x’— gab, 

oder auch N N . 
S NEN düsen 
entwickeln wir die Größe NRW 
el) Emu dn 


nach der we des Binomiums, ſo kommt 


je wie ha 1 44 1. 1 Re 
” = 2 2 bx 214 b'. & R 
' 1.1.3 


i 5 80 255 a7 
ie 2 4 6 b S 8 2 
Nimmt man das obere Zeichen, ſo wird man haben 
1.1 4 .. e ee 
ET ENDE 
und das untere Zeichen wird geben 
1. 1 et 1.1.3 4 , ode 
ae br na‘ 55. Hans: 
Reihen die beyde ag den aid; 11 von x 
fortgehen. N 200 
Man haͤtte der PERS 
dieſe andere Form 
1. heil. Ya (-a 
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N 8 x 
er EN x Ben mia ag 130 
„ ö 42 1 5 wir 2 
geben können, und wenn nan 5 


Ge: 
4a 
entwickelt, ſo haͤtte man gehabtet 
bib af d bl 5 
PR. 3 abx) m A N 8 ar 77 
1. 1. 
5 E 
Die Reihe wird, fo lange x einen poſitiven Werth hat, 
unmoͤglich ſeynz aber für x = o, giebt ſie 7 a, und 
macht 25 * negatib, fo P man N 
— 4 „ bx II b. r® 
r (ab) ‚x 1, eg 7 25 
Dieſes Nen enthoͤlt 2 Bruchpotenzen von x, und 
geht alſo eben ſo wenig in der Form f 
* BI CH HD... 
Wenn man alſo unendliche Werthe für die Coefficienten 
V I/, I, I, . . . (Num. 100) oder 
U, U“, U”, U”... (Num. 110) 
findet, ſo muͤßte man die Form der Entwickelung der vor⸗ 
gegebenen Function a priori ſuchen. Wir ſind in den 
vorſtehenden Beyſpiele durch die Aufloͤſung der gegebe⸗ 
nen Gleichung dazu gelangt., aber dieſes Mittel wuͤrde, 
ſobald fie den vierten Grad uͤberſteigt, nicht mehr aus⸗ 
fuͤhrbar ſeyn, und wird ſchon wenig bequem für den 
dritten Grad, wegen der Anhaͤufung der Formeln, 
welche in dieſem Falle die Wurzeln ausdruͤcken. Laßt 
uns alſo ſehen auf Water * 55 wir dieſe Schwierigkeit 
ee heben, 


—: 173 
J 


11g. 
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, 118. 


Welche auch immer die Form der geſuchten Entwi⸗ 
ckelung ſeyn mag, ſo koͤnnte doch, ſobald man ſie als 
aus einer Folge von Monomen annimmt, ein beliebiges 


von ihren Gliedern durch An“ vorgeſtellt werden, a, 


ſtallt, daß man allgemein hat 
„y = Ax“ rc” +... 

wo die Exponenten „ 6, „. . beliebige Zahlen ſeyn 
koͤnnen. Allein, wenn man eine Function entwickelt, fo 
hat man faſt immer zum Zweck, davon ein Raͤherungs⸗ 
werth zu finden, welches erfordert, daß die Reihe zu 
welcher man gelangt convergent ſey: aber, dieſe letzte 
Bedingung kann man in allgemeinen nur dann erfuͤllen, 
wenn die Größe x entweder ſehr klein oder ſehr groß iſt. 
Im erſten Falle, iſt es evident, daß die Exponenten 
4, b, „. . poſitiv und nach der Ordnung ihrer reſpee⸗ 
tiven Große, geordnet ſeyn muͤſſen, indem man von den 
kleinſten anfängt. Im Gegentheile, im zweyten Falle, 
muͤſſen ſie negativ ſeyn, oder wenigſtens damit endigen 
negativ zu werden, und folglich, wenn darin poſitive 
ſind, ſo muͤßte man ſie zuerſt ſchreiben, indem man von 
den größten anfängt. Alles dieſes gruͤndet ſich auf das 
was darüber in der Einleitung (Num. 8 u. folg.) ge⸗ 
ſagt iſt. 


Eine Reihe welche nach den pofitiven 8 der 
veränderlichen Groͤße fortgehet, heißt eine ſteigende 
Reihe, und wenn ſie in Ruͤckſicht der negativen Poten⸗ 
zen geordnet iſt, ſo heißt ſie eine fallende Reihe. 

Die analytiſchen Naͤherungsmethoden haben alle die 
größte Analogie mit der, welche der Gebrauch der Deci⸗ 
Walkie in der Arithmetick eingeführt hat, und die 


Aa 2 darın 
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darin beſtehet ſucceſſive die Ziffern der höchſten Art zu 
ſuchen, und die der niedrigern Art zu vernachläͤſſigen. 
Die Zahlen ſind durch die Anordnung der Ziffern ſelbſt 
die ſie ausdrucken, nach den Potenzen von 10 geord⸗ 
net *); Man urtheilt von dem Werth der Ziffern die zu 
finden uͤbrig bleiben, oder welche man vernachlaͤßiget, 
durch die Stelle, welche fie einnehmen, und die beträchtz 
lichſten bieten ſich zuerſt da: man wird alſo auch die al⸗ 
gebraiſchen Ausdruͤcke ſo ordnen, damit man ſogleich die 
größten Glieder und nachher die, welche geringer 
ſind, findet. Aber dieſes laͤßt ſich nicht thun, wenn man 
nicht etwa fuͤr eine der Größen, die in den Ausdruck, 
welchen man betrachtet hineinkommen einen Grad von 
Größe, beſtimmt. f 

Es ſcheint nicht leicht zu ſeunz, in einem Ausdruc, 
welcher zwey implicite eine durch die andere gegebene 
veraͤnderliche Größen enthält, die groͤßten Glieder au 
unterſcheiden; ſo z. B. in der Gleichung 5 

Axa ys, E BXEHν, + Cx T . o 

die Größen x und y find unter ſich auf eine Art verdun⸗ 
den, die obgleich beſtimmt, doch nicht bey der bloßen 
Anſicht erlaubt zu urtheilen, wie die Veränderungen der 
einen auf die andern Einfluß haben, und es wird oft 
kommen, daß ſie in umgekehrten Sinnen gehen werden, 
dergeſtalt, daß wenn die erſte ſehr klein iſt, die zweyte 
ſehr groß ſeyn wird und umgekehrt; oder auch, indem 
die eine ſchnell abnimmt, die andere wahrend dieſer Zeit 
nur ſehr wenige Abnahme erleidet. 2 . 

En \ Die 


) Die Zahl 349, 537 l. B. iſt nichts anders als 
5. 10% 4,1 ＋ 9. 100 +5: 11 ＋ , 2 + 7,105. 
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Die Geometer haben verſchiedene Mittel erdacht, um 
unter den Gliedern einer Gleichung diejenigen zu un⸗ 
terſcheiden, die die größten ſind. Newton erfand dat 
analytiſche Parallelogram, welches de Gua nachgehends 
auf ein Triangel reducirte: Taylor hat eine geometriſche 
Conſtruction angewandt; aber Lagrange hat ein ſehr 
einfaches und ſehr leichteres analytiſches Verfahren gege⸗ 
ben, welches wir ſo fort zeigen werden. 


119. 
Es ſey eine beliebige Gleichung 


axmyn am /yn? T- a/! N aH]n . 25 o; 
durch Ax wird man das erſte Glied der Entwickelung 
von y darſtellen, und indem man x ſehr klein annimmt, 
ſo iſt es hinlaͤnglich auf dieſes Glied Ruͤckſicht zu nehmen, 
welches den größten Theil des Werthes von y ausmachen 
wird. Wenn man dieſes in der vorgegebenen Gleichung 
an die Stelle von dieſer veraͤnderlichen Groͤße ſetzt, ſo 
wird man finden n 
aAnhj ub - AAM An A. AAL m 
＋ A/ mne . = 0. 
Da dieſe Gleichung nur Naͤherungsweiſe ſtatt haben 
fol, fo muß man davon die Glieder nach der Ord⸗ 
nung ihrer Größe, welche durch den Exponenten, wo⸗ 
mit ſie behaftet ſind, angezeigt wird, ordnen, und nur 
diejenigen beybehalten, die von den geringſten Grade 
ſind: dieſes kann aber nicht geſchehen, ſo lange der Ex⸗ 
ponent a unbekannt iſt. Um ihn zu beſtimmen wird man 
bemerken, daß die Gleichung, welche wir betrachten nicht ber 
friediget werden kann, indem man bloß aͤuf die niedern Po⸗ 
tenzen von x Ruͤckſicht nimmt, welche auch uͤbrigens immer 
dieſe veränderlihe Größe ſeyn mag, wenn ſich nicht darin 
Aa 3 zwey 
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zwey unter ſich vergleichbare Glieder befinden, d. h. von 
denſelben Grade, und deren Exponent kleiner als der 
andere ſey. 

Es kommt alſo jetzt darauf an für « einen Werth 
zu finden, welcher zwey der Zahlen 

m-+ne, m/ Enz, m“ ne, my na, mv n, 
unter ſich gleich groß und kleiner als alle andern macht. 

Jede Gleichung, welche man bilden wuͤrde indem 
man zwey und zwey der vorgegebenen Zahlen gleich ſetzte, 
würden ein Werth von 4 geben, welcher der erſten Bra 
dingung Gnuͤge leiſtete, und welchen man in 

m ＋ ne, m’ ＋ ne, m’ ＋ na, 
ſubſtituiren muß, um ſich zu verſichern, ob er die zweyte 
Bedingung erfuͤllt; aber, wenn man ſo verfaͤhrt, ſo wird 
man oft viele unnoͤthige Combinationen machen, welche 
man wie man. fo fort ſehen wied vermeiden kann, 

Setzt man bloß das erſte Glied jeden von denen, 
welche ihm folgen, gleich, um verſchiedene Werthe von 
„ daraus zu ziehen, die man durch 1, a, ,,, 
bezeichnet, ſo entſtehet daraus 


— GW 71 
m m m m BI ee 
“u ——, dm a m, 
n — m“ n — n “/ n n“““ 
u. ſ. w. 


Anſtatt jeden dieſer Werthe einzeln zu verſuchen, wollen 
wir in der Reihe 
m N na, m“ + ne, m ne, m ＋ na, . (1) 
den Ausdruck der Differenzen zwiſchen den erſten Gliede 
und jeden der andern ſuchen, und es wird alſo kommen 
m/ -m + (n! na, m“ m + (nn)e, mi -m 

+ / n). 

Aber vermittelst der zuvor gefundenen Werthe von 45 


wird man haben 
m! m 
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m! m nen) „m -m=—a'/(n—n), 

m“ - m -en n)). 
und folglich koͤnnten die obenſtehenden Differenzen wie 
folget ausgedruͤckt werden: 

nn) (w—«'), (a-, ( (1% — ) lu rn 
Wenn man um abzukuͤrzen m + na = „ macht, ſo wird 
die Reihe (1) die Form annehmen 4 
1 * ( e (n“ ) ( -, 
“+ (n“! — n). - 4). . . . (2), 
PR da man die Glieder der vorgegebenen Reihe immer nach 


belieben ordnen kann, ſo kann man ſie dergeſtalt ſchrei⸗ 


ben daß die Zahlen n, n‘, / nd, . ., eine wachſende 
Progreſſlon bilden, welches alle Größen n“ — n, n“ — n, 
R poſitiv machen wird. In dieſem Zuſtand 
der Dinge, ſieht man augenſcheinlich daß, wenn man « 


den größten von den durch 4, al, . ., vorgeſtellten 


Werthe giebt, ſo wird dasjenige Glied, welches dieſem 


Werthe entfpricht, dem erſten Gliede = gleich und kleiner 


als alle andern werden. In der That, wenn man um 
die Idee zu fgiven, annimmt, daß fie ““ ſey, ſo wird 


ſich das vierte Glied der Reihe (2) auf = reduciren, und 


man wird zu gleicher Zeit ſehen, daß die Groͤßen 

(/ 0 = ο G = ) C 4 
alle poſitiv ſeyn werden. 

Die groͤßte der Größen F ,, a, .. befriedigte 
alſo den beyden geforderten Bedingungen. Wenn die 
vorgelegte Frage noch andere Auflöfungen hat, fo kann 
dieſes nur von den kleinern Zahlen als die, welche man 
ſo eben gefunden hat, herruͤhren, denn, wenn man in 
der Reihe anſtatt « eine größere Zahl als ⸗“' ſubſti⸗ 
tuirte, die nach der Hypotheſe die andern Werthe / , 
e, . ., uͤbertrift, fo wird das erſte Glied kleiner wer⸗ 

Aa 4 den 
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den als die ihm folgen, und folglich könnte die zweyte 


Bedingung nicht erfuͤllt werden. 


Wir wollen alſo annehmen, daß man für. „eine 
kleinere Zahl als “ nehme, alsdann werden die Glie⸗ 
der ! 

1, ( -) 4, = ) 
größer ſeyn als N 
4 ＋ (n“ —n) ( — a), 
denn die Differenz a — a’ wird negativ ſeyn und wird 
alle negativen Differenzen uͤbertreffen, welche ſich unter 
den vorhergehenden finden koͤnnten; fie iſt ferner multi⸗ 
plicitt durch die Größe n“ — n die auch die Größen 
n — n und n!—n übertrift, weil die Zahlen n, n“, n.. 
eine wachſende Progreſſion bilden. Es folgt hieraus, daß 
man von allen Gliedern abſtrahiren muß, die dem in 

welchen ſich der größte von den Werthen, * % a 

findet, vorhergehen. Indem man diejenigen betrachtet, 
die ihm folgen, ſo wird man ſehen, daß die kleinſten 
unter ihnen geringer als die erſten werden konnen, weil, 
wenn in = Differenzen , a -ar..., ſich welche 
finden die negativ ſind, da fie mulliplieirt ſind, durch 
Zahlen . n, nV - n. ‚größer als ihre correſpondi⸗ 
renden in dem andern Theile der Reihe, ſo werden ſie 
negative Reſultate geben, welche diejenigen die man in 


denen den vierten Gliede vorhergehenden Gliedern gefun⸗ 


den hätte, uͤbertreffen. N 
Man wird alſo hieraus ſchließen, daß um eine 
zweyte Auflöfung zu erhalten, fo muß man nur auf das⸗ 
jenige, welches den größten Werth von « und auf dieje⸗ 
nigen Glieder die nach ihm kommen, Ruͤckſicht nehmen. 
Da in der Hypotheſe, welche wir aufgeſtellt haben « der 
größte Werth if, ſo iſt das Glied welches ihm giebt in der 
Reihe 
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Reihe (1) vorgeſtellt durch Wia man wird daher 
die neue Reihe 

m“! + “%%, mv nV, my - nvæ. 
betrachten, und operirt mit dieſer, wie wir mit der vor⸗ 
gegebenen gemacht haben. 


Es koͤnnte geſchehen, daß einerley Werth von viele 
Glieder, dem erſten Gliede in der Reihe (2) gleich mach⸗ 
te; alsdann muͤßte man fuͤr die Unterſuchung einer 
neuen Auflöfung, nur von demjenigen dieſer Glieder aus: 
gehen, welches ſich von dem erſten Gliede am entfernte⸗ 
ſten befaͤnde, denn es iſt leicht zu ſehen, daß alle ihm 
vorhergehenden Glieder, ihm uͤbertreffen werden, wenn 
man für 4 eine kleinere Zahl nimmt als den größten in 
der vorhergehenden Operation gefundenen Werth. 


Die Details der ſo eben vorgetragenen Methode, 
ſind in folgender Regel enthalten: 

Man ſetzt das erſte Glied der Reihe jedem 
der folgenden Glieder gleich; man nimmt den 
größten der Werthe von «, welche aus den fo 
gebildeten Gleichungen hervorgehen, und die⸗ 
ſes wird die erſte Auflöſung der vorgegebenen 
Frage ſeyn. Man gehet nachgehends von dem 
letzten der Glieder aus, welches durch ſeine 
Vergleichung mit dem erſten Gliede, jenen 
groͤßten Werth gegeben hat, um ſolches jeden 
der folgenden Glieder gleich zu ſetzen, welches 
neue Werthe von a wird kennen lehren, unter 
denen man den größten wählt, der noch die Fra⸗ 
ge aufloöſen wird. Man geht von neuem von 
dem Gliede aus das von denen Glidern, wel⸗ 
che die vorhergehende Aufloͤſung gegeben has 

Mas ben 
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ben am weiteſten vorwärts iſt, und man ver⸗ 
gleicht dieſes mit den weiter folgenden Glies 
dern, wie ſolches oben angezeigt iſt. 

Fährt man fo fort fo gelangt dazu, alle Werthe von 
zu finden, die zwey oder eine größere Anzahl von 
Glieder der Reihe (1) unter ſich gleich und kleiner als 
alle ee machen. 


Laßt uns als Besfpiet die Gleichung 
at alx? + 24 az „ palaay? ＋ 225 2 0 


nehmen. Indem man Ar“ anſtatt y ſubſtituirt, fo 
wird ſie 5 
i T4 way 275% 
Taka 3 T6 
und um davon die größten Glieder in der Voraus ſetzung 
daß x ſehr klein iſt, zu kennen, ſo muß man 4 derge⸗ 
ſtalt beſtimmen, daß dadurch zwey der Zahlen 
o, 3 T, I +20, —5 +40 2 +50 — 3 ＋ 6a, 
unter ſich gleich groß und kleiner als die andern werden. 
Nach der Regel, ſetzt man das erſte Glied mit allen 
andern gleich, welches ſucceſſive für die Zahlen — 3, 5, 
3, — 3, 3 giebt, wovon die größte 5 die Frage befrie⸗ 
digt. In der That, indem man z ſtatt = ſubſtituirt, fo 
werden die vorgegebenen Zahlen o, 7, 4, o, , Y, und 
die zwey gleichen Glieder ſind kleiner als die andern. 
Man nimmt nachgehends das Glied — 5 ＋ 4e, wor⸗ 
aus man die vorhergehende Auflöfung zieht, um es mit 
den zwey folgenden 25 und — 3 76. zu vergleichen; 
es wird hieraus hervorgehen a = — 3 und = 1. 
Sr man als den größten dieſer Werthe denjenigen an, 
welcher 
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welcher ſich am wenigſten von dem poſitiven entfernt, ſo 
wird man «= 1 nehmen, und wird nun die 6 Zah⸗ 
len haben: o, 2, — 3, — 9, —3, —9, unter welchen — 9 
die kleinſte iſt. Hier iſt die Operation geendiget, weil 
die ſo eben erhaltene Aufloͤſung aus der Vergleichung des. 
vierten Gliedes mit dem letzten abgeleitet iſt. 

Wenn man die zwey Werthe von « in der vorgege⸗ 
benen Gleichung ſubſtituirt, ſo wird * zufolge der 
erften, 

: akalAx® LAX K a/ A= a, A TA o; 
und zufolge den zweyten 

a-ta/Ax?-FalA?a73 +a/Arz=9 Fa“ XS avA CAN o. 
Wenn man in einem und dem andern Falle, x durch 
den Bruch . vorſtellt, wo q eine beliebige aber ſehr große 


Zahl ſeyn ſoll, ſo werden die zioey Glieder in welchen ſich 
x mit dem kleinſten Exponenten befindet, die betraͤchtlich⸗ 
ſten ſind. 
121. 
Um die betvächtlichften Glieder einer Gleichung, in 


der Vorausſetzung, daß x ſehr groß iſt zu finden, ſo ſub⸗ 


0 1 e ” 
ſtituirt man — für x, und ſucht unter den Gliedern der 


transformirten Gleichung diejenigen die die groͤßten wer⸗ 
den, wenn man den Werth won t ſehr klein nimmt, eine 
Hypotheſe die den Werth von u ſehr groß macht, 

Man wird geradezu zu demſelben Zweck gelangen, 
wenn man beobachtet, daß nach der Subſtitution von 
Axe für x, in der vorgegebenen Gleichung, die groͤßten 
Glieder diefenigen ſeyn werden die die höͤchſte Potenz 

von 
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von x enthalten, und daß man ſie folglich findet indem 
man a dergeſtalt beſtimmt das zwey der Zahlen von der 
Reihe a 
m T na, m'. ER m’ 14 Be 
unter ſich gleich werden und die andern übertreffen. 
Dieſe letzte Frage wird aufgeloͤßt werden indem man 
unter den Großen 41, , a, e, von Num. 110% die⸗ 
jenige nimmt die die kleinſte it, und wenn man Forts 
fährt in jeder neuen Reihen den tleinſen der Werte 
von = zu. wählen, 

In dem Beyſpiele der vorhergehenden Nummer, ift 
— Z der kleinſte dieſer Werthe von K, welchen wit zuerſt 
gefunden haben, und dieſer Werth giebt die 6 Zahlen 
6, 6, 7, 17, — 13, — 10, davon die zwey erſten wel⸗ 
che unter ſich gleich find, als die größten angeſehen werden 
muͤſſen, weil die andern negativ find. Da die Auflöfung 


Zz aus der Vergleichung des zweyten Gliedesder vorgege⸗ 


benen Reihe mit dem erſten Gliede abgeleitet iſt, fo ſetzt 
man ganz der Regel gemaͤß, dieſes zweyte Glied gleich 
jedem der ihm folgenden Glieber um eine andere Auf— 
löſung zu erhalten. Der kleinſte Werth von den man 
aus dieſer Operation zieht iſt 3, und es entſtehet hieraus 


folgende Reihe o, . 3. 4, , 4, in welcher 


die auferlegten Bedingungen erfüllen wird. Endlich, 
wenn man das ste Glied der vorgegebenen Reihe mit 
dem ſechsten vergleicht, ſo wird man = 5 finden, 
woraus kommen wird o, 8,9, 15: 27, 273 und 27 wird 
noch die Frage befriedigen. 
Die Subftitution der per er von « in der 
een 16 d „eng 
29 em EU pe 13 
c e e 13 9 
wer⸗ 
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werden ſo viel Reſultate geben, als ſie jeder zwey Glie⸗ 
der enthalten, welche mit denſelben Exponenten behaftet 
und fähig ſind größer als alle anderen zu werden, wenn 
man x einen ſehr großen Werth giebt. 


Das Verfahren von welchen wir ſo eben Gebrauch 
gemacht haben um a zu finden, leitet ſich zu einfach aus 
dem was davon in Num. 119 geſagt iſt ab, als daß es 
nöthig ſeyn follte es beſonders zu beweiſen; wir beobach⸗ 
ten / daß, wenn in der Reihe der Exponenten m T ne, 
m! ＋ n', . ſich welche faͤnden, die daſſelbe Vielfa⸗ 
che von ren, fo wurde ihre vefpective Größe nur 
von der Zahl m abhangen, und daß man folglich nur 
dasjenige von dieſen Gliedern betrachten muͤßte in wel⸗ 
chem m am kleinſten iſt, wenn man den kleinſten Expo⸗ 
nenten ſucht, und im Gegentheile demjenigen, wo m am 
groͤßten iſt, wenn man den hoͤchſten SER Inge 


5 1 22. 


Da der Exponent « des Gliedes Axe bekannt iſt, fo 
iſt es leicht den Coefficienten A zu finden, es iſt hierzu 
hinlänglich alle mit dem kleinſten Exponent hehafteten 
Glieder gleich Null zu ſetzen, wenn man x ſehr klein 
annimmt, oder alle Glieder der hoͤchſten Potenz, wenn 
man * ſehr groß annimmt. Im erſten Falle giebt die 
Gleichung 5 


; 2 4 \ 22 
4a — aaa? + 4% — a ＋ a AR 


za 
— BR 880 e 120), 


a — au, = o, daraus A * — 


* Die⸗ 
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Diejenigen, welche den Geiſt des vorhergehenden 
gut gefaßt haben, werden leicht ſehen, daß die Annahme 
x ſehr klein, die in der obigen Gleichung mit dieſer ver⸗ 
änderlichen Groͤße behafteten Glieder, ſo klein macht, 
daß keines von ihnen mit den zwey andern Glieder a und 
a/ R' in Vergleichung kommen kann, die ſich folglich uns 
ter ſich vernichten muͤſſen. Sollte man hiergegen noch 
einigen Zweifel hegen, ſo wird man ſie zerſteeuen indem 


man anſtatt x ſubſtituirt, denn alsdann wird man ge⸗ 
9 


wahr nehmen, daß man immer die Zahl q groß genug 
nehmen kann damit die Summe der Glieder, wo ſie als 
Diviſor vorkommt, fo klein werden kann, als man will. 
Indem man die durch den zweyten Werth von ‚ge: 
gebenen Gleichung 
aaa” + a“, A* 3 + a/ AN + a AX 30 
— ava = 0 


anwendet, fo wird man auf die nemliche Art haben 
— Ge — ara = o, daraus A 5 2 


dleſer Werth ond fo lange imaginair ſeyn als die dey⸗ 
den Großen a’, av einerley Zeichen haben werden. 
Man ſieht durch dieſes Beyſpiel, daß man uͤberhaupt, 
fo viel beſondere Entwickelungen von y erhaͤlt als = ver⸗ 
ſchiedene Werthe haben wird. Da man das erſte Glied 
Ax“ hat / 1 ſubſtituirt man um das zweyte zu finden, 
Ax + Bx. anſtatt y; oder, welches auf eins hinaus 
koͤmmt, man verwandelt zuerſt in der vorgegebenen 
Gleichung y in Ax® + 5 nach den Reductionen ſchreibt 
man Bx® für 5“; und beſtimmt a und B wie man ⸗ und 
A beſtimmt hat. Man wird das dritte Glied erhalten 
‚Inden man Bx® + 1“ an die Stelle von y’ in der Glei⸗ 

bung 
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chung, welche die neue veraͤnderliche Groͤße enthält, fett; 
nach geſchehener Reductionen, erſetzt man wieder 5“ 
durch Ox? und wird „ und O finden wie man « und A, 
6 und B gefunden hat: dieſe Operation auf die nemliche 
Art fortgeſetzt wird die folgenden Glieder kennen lehren. 


123. 


Es ſey als Beyſpiel die Gleichung 

( — a) ＋ bay = o (Num. 117); 
indem man ſie entwickelt, wird ſie 

a2 — Zay ＋ bxy ＋ y \ 
und man findet, indem man Rasin Ax“ anſtatt y ſubſti⸗ 
tuirt 

: a — aaAx * bx + AX * = o. 
Um a in der Vorausſetzung, daß » ſehr klein ſey zu bes 
ſtimmen, ſo muß man nach der Bemerkung die zu Ende 
von Num. 121 ſteht nur auf die Exponenten o, « und 22 
ſehen. Man wird alsdann nur einen einzigen Werth fuͤr 
finden, nemlich « = o, welches die Gleichung 
a — ZaA ＋ A 0 

geben wird; und folglich redueirt ſich das Glied Ax* auf 
a. Man wird alſo in der vorgegebenen Gleichung a+y' 
anſtatt y ſubſtituiren, und es wird kommen 

bax + by + Y = O . (); 
verändert man nachgehend y“ in Bx® fo wird man 
haben 8 

5 bax + bB T ＋ BX 5 o 

der Werth von „ wird 3 ſeyn, und die Gleichung 


ab ＋ B S o wird B (— ab)? geben. 
Macht man N in der Gleichung (1) 
ya 
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77 2 — aby 2 bg gr 


und laßt um ee B an die Stelle von Ver 0 » 
wird daraus hervorgehen a 


bRx? ++ 2 BX V ＋ bxy“ ＋ “ = ER 
weil ıb+B’=o, 
Setzt man Cxr für y“ fo wird man 
5 yaı, bB+ 250 =o 
finden, woraus ; 
b > N bx pi 
c=— 2 und folglich x = — — 


2 
- 


l nabe. 5 f 
Wir wollen ferner noch — = + 5%, oder auch 


Cx + 5%, anſtatt 5“ ſubſtituiren, und wir werden 
haben Ep 


(be -FC?)x? + 257 % * (brzc)xy““ Y So. 80 
indem man beobachtet, daß bB + 2860 S o iſt. Wir 
ſetzen nachgehends Dx? für 5“, und indem man wie vor; 
hin verfährt, werden wir finden ö 


2 


b 
m}, 25D —-— S2 0 oder 
4 


Ne 2 25 
V 
365 ( — ab)? 4a 


Man ſieht hinlaͤnglich wie man das Verfahren fort 
ſetzen müßte, und wenn man die 4 bereits gefundenen 
Glieder zuſammen vereinigt, ſo wird man haben 


2 — b 2 
n — — (ab)? x 4 
5 = a? ab)? x . ET a 
oder auch indem man die durch (— ab)? * multiplitirten 


Glieder zuſammen nimmt 


Gebrauch des Differentialcalculs. 385 


denn (Abs * iſt ein Ausdruck der das doppelte Zei⸗ 
chen T haben kann 


Nimmt man x ſehr groß an, fo muͤßte man 1 alsdann 


in der Gleichung 

a? — aafx! + bax re 4 A2 K f. O 
die Glieder ſuchen, welche die hoͤchſte Potenz von x ent⸗ 
halten muͤſſen, und nach dem was daruͤber in Num. 121 
geſagt iſt, wird man für = zwey unterſchiedene Werthe 


finden, nemlich: = — 1 und 42 1. 
5 Der erſte wird uns geben 
’ a2 ＋ ba = 0, 
und folglich 
— 22 
rend 


a? 


fest man nachgehends 
8 . \ 1 = x-ı 5 15 


und ſubſtituirt A für — 5 niche 


* 


A?x-2 — naAx-ı SE Zar er =o0; 


indem man ke für 5 ſchreibt und die Glieder auffucht 


in welchen der Exponent von x am groͤßten ſeyn muß, 
ſo wird gefunden j 
Bz— 2, — Zak ＋ bB = o 


b b? 

Wenn man ſo fortfaͤhrt, ſo wird man die erſte in 
Num. 117 gegebene Entwickelung von y erhalten. Die 
zweyte Entwicklung wird auch nicht dieſer zweyten Me⸗ 

J. Theil. i Bb thode 


F 
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thode entgehen; denn der zweyte Werth von « giebt uns 
die Gleichung BA + A? = o, und hieraus leitet man 
A a, Ax = = br ab. Die Subſtitution von 
— bx + 5 an die Stelle von 5, in der vorgegebenen 
Gleichung giebt 

as + 2ahbx — ay“ — Far +y2=o 
verändert man nun y’ in Bes, fo findet man 

86 S o, zab — bz e o und B53 = aa 
Treibt man dieſe Calculs weiter, ſo wird man ohne 
Muͤhe zu den ferneren Gliedern der zweyten Entwickelung 
von y in der angeführten Nummer, kommen. 


124. 


Ich werde noch ein Beyſpiel geben, um einige 
Schwierigkeiten aufzuklaͤren die in der Anwendung der 
uns beſchaͤftigen Methode einem aufſtoßen koͤnnte, und 


die Gleichung 
＋ ** — ay o 


wird der ER davon feyn. 

Setzt man darin Ax“ anſtatt y, fo wird fe 

ax” ＋ AT — a Ax = o 0 . 

und indem man » in der Vorausſetzung, daß x ſehr 
klein fey, beſtimmt, ſo wird man «1, 4 — aA 
finden; woraus A=r: das erſte Glied der Entwicke⸗ 
lung von y wird alſo x ſeyn. 

Macht man nachgehends 7 = + , fo giebt dies 
ſes die transformirte Gleichung 

x zax? y! * x’ * ae Zaxy“a — 7 == o, 
in welcher man 5“ in Bag verandert. Sucht man hier 
von alle die Werthe deren s fähig iſt, fo wird man 
42 und 3 finden, man ſieht aber leicht, daß 
man den zweyten Werth verwerfen muß; denn in der 
Hoppe 
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Hypotheſe von » fehr klein muß die geſuchte R eiheſtei 
gend ſeyn, und dieſe Bedingung erfordert, daß 8, « 
übertrift. Der erſte Werth von s giebt 

I — 32B = 0, 
woraus man N 


1 2 
B und = zieht. 
3 3 a 


r 2 x? 2 * 
Setzt man )“ = 35 ＋ , ſo erhält man eine zweyte 


transformirte Gleichung in welcher man 5“ in Cx vers 
ändert, und man findet 7 = 4, „ 1. Aus der nem⸗ 
lichen Urſache wie oben, muß man ſich an dem erſten 
dieſer Werthe halten, woraus hervorgehen wird 


Br 


Gert, CRY N - . 
f 81a 81a 
Dieſe Werthe können jetzt fo weit getrieben werden als 
man will, ohne daß ſich neue Schwierigkeiten erheben, 
und man wird als letztes Reſultat haben 


X 2 Sr x“ 


a TE TE, 

Die vorgegebene Gleichung giebt noch drey andere 

Reihen die aus der Annahme von x ſehr groß entſtehen, 

und die folglich fallende Reihen ſind. Um dazu zu ge⸗ 
langen muß man » in der Gleichung Se 


+ 


FÜR 2 


ax + Ax Te — ak- K 34 C o 
beſtimmen, dergeſtalt daß die Exponenten, welche gleich 


werden alle andern übertreffen; die Werthe dieſer Grö- 


ßen werden alsdann o und 2 ſeyn. Der erſte Werth 


giebt A= — a, und indem man die folgenden Glieder 


ſucht, ſo fuͤhrt dieſer Werth zu der Reihe 
yz—a—a'x3  za’x76 — 12 4 — S X U2 


Bba f der: 


388 Zweytes Kapitel. 


Der zweyte Werth giebt A — aA S o, woraus man 
A = K 2 zieht. Indem man jeden der zwey Wer⸗ 


the von A in den folgenden Operationen einzeln anwen⸗ 
det, fo wird man die zwey folgenden Reihen finden, die 
nur durch die Zeichen ihrer Glieder von einander unter⸗ 
ſchieden ſind: 

8 ö 2 i 
1 = a XK ＋ 4a — Fa xa T Zak 323 


ya —ursz +: 2 1 e 
Man muß in der Unterſuchung dieſer Reihen, die fallend 
ſind, die Aufmerkſamkeit haben, unter die Werthe, wel⸗ 
che man für jeden der Exponente & , ) . . findet, nur 
diejenigen zu nehmen die geringer als der Buche 


Exponent find. 


125. 

a Dieſe zwey Beyſpiele ſollen gnuͤgen zu zeigen, wie 
man die verſchiedene Entwickelungen einer implielten. 

Function, welche durch eine algebraiſche Gleichung gege— 
ben wird, finden kann. Es wird ſich öfters zutragen, 
daß die Veſtimmung von einem oder mehreren Coeffi⸗ 
tienten A, B, C. . . . erfordert, daß man eine Gleichung 
von einem hoͤhern Grade als der erſte aufloͤſen muß; aber 
dieſes Hinderniß wird die. Methode nicht aufhalten, weil 
die aufzulöfende Gleichung nur beftändige Größen ent⸗ 
halten wird; man koͤnnte alſo in den befondern Anwen⸗ 
dungen den numeriſchen Werth des geſuchten Coefficien⸗ 
ten erhalten, wenigſtens durch Naͤherung, und in den 
allgemeinen Fall faͤhrt man fort mit dem Buchſtaben der 

dieſen Werth vorſtellt, als mit einer bekannten Groͤße 

zu opperiren. Hätte man die Gleichung 
f 22 
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. aa ＋ * — ays — axy - y . 
und nimmt darin x ſehr klein an, fo 5 der Coefficient 
A durch die Gleichung 


24 — a2 A — A 2 0 a 
* 


gegeben. 

Da in dieſem Beyſpiel die aufzuloͤſende Gleichung 
von einem ungeraden Grade iſt, ſo hat ſie wenigſtens 
eine reelle Wurzel; das erſte Glied der geſuchten Entwi 
ckelung wird ſich alſo auch unter einer reellen Form dar⸗ 
ſtellen; wenn man aber zu einer Gleichung von geraden 
Grade geführt wäre, und es ſey zu Anfange oder in 
dem Laufe einer Entwickelung, fo müßte man ſich for, 
gleich verſichern, ob dieſe Gleichung reelle oder keine 
reelle Wurzeln hat, um zu erkennen ob dieſe Entwicklung 
reel oder imaginair iſt. 

Dieſe Vorſicht iſt wichtig, und de Gua iſt, weil er 
fie vernachlaͤſſigte, in einen großen Fehler gefallen. Sie 
zeigt mit welcher Bedachtſamkeit man die Reihen behan⸗ 
deln muß, und wieviel man auf die Schlußfolgen, wel⸗ 
che man daraus ziehet rechnen ſoll, wenn das Geſetz, 
welches die Glieder befolgen nicht evident iſt; weil man 
immer befuͤrchten muß, daß ſie in dem nicht berechneten 
Theile der Reihe die Form aͤndern, und daß fie fo gas 
ſelbſt darin imaginair werden. 

126. 

Die vorhergehende Methode lehrt auch die Entwi⸗ 
ckelung von y unter dev Form eines continuirlichen Bruchs 
kennen; denn nachdem man das erſte Glied Au gefun⸗ 
den haͤtte, koͤnnte man annehmen - 

8 Axe 
2 1757 8 
83 w 
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wo y eine ſehr kleine Größe wäre, weil durch Hypotheſe 
das Glied Ax“ den groͤßten Theil von dem Werthe von 
y bildet. Nachdem man in der vorgegebenen Gleichung 
dleſen Ausdruck anſtatt y ſubſtituirt, und die Nen⸗ 
ner hat verſchwinden laſſen, ſo wird man eine erſte in 
x und / transſormirte Gleichung erhalten, in welcher 
man 5“ durch Bx® wieder erſetzt, und beſtimmt nachge⸗ 
hends s und B der über den Grad der Ooßße von x feſt⸗ 
geſetzten Hypotheſe gleichförmig. 
Man mache y in der erſten transformirten Gleichung 
95 . — 
N ı+ry'” 
fo wird daraus eine zweyte im x und y“ entſtehen, in 
welcher man Cx? anſtatt y“ ſetzt. Hat man x und G 
tie gerri beſtimmt, fo fee man ’ 
ex? 
1 1 777 3 
welches eine dritte transformirte Gleichung giebt, 
mit welcher man wie mit den vorhergehenden opperiren 
wird. 

Indem man von den Werthen 5“ 5%, 705 LE 
den Werth von y zuruͤckſteigt, fo findet man 0 
8 Ax 7 
1 ＋ BN 

I ＋ CX 

1 r 

1 ＋ u. ſ. w. 

Man ſieht daß hierin zwey Arten Entwickelungen 
von dieſer Form ſeyn muͤſſen, die eine Arten ſteigend, 
d. h. in welchen die Exponenten der Potenzen von x wach⸗ 
ſend fortgehen, indem ſie gegen den Werth der Function 


y corvergiren, wenn x ſehr klein iſt; die andere Arten 
‘ im 


2 — 


7 
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imGegentheile, die fallend ſind, weil die Exponenten von 
x nach dem Fortſchreiten des Bruchs abnehmen, ſind 
nur in dem Falle convergent, wo x einen ſehr großen 
a Werth hat. 5 


Ich uͤberlaſſe dem mit der Theorie der continuirli⸗ 
chen Brüche vertrauten Lefer, die Sorgfalt ſich über ei⸗ 
nige Beyſpiele zu uͤben; mein gegenwaͤrtiger Zweck iſt 
nur bloß eine intereffante Anwendung anzuzeigen, zu wel 
cher ich mit mehrerm Detail in den Integralcaleul zus 
ruͤckkehren werde, weil ſie ein ſehr eiegantes Mittel dar⸗ 
bietet um die Naͤherungswerthe und oͤfters genauen Wer⸗ 
the, der durch Differentialgleichungen gegebenen Functio⸗ 
nen zu finden, ein Mittel welches man ſo wie alles Vor⸗ 
hergehende dem Lagrange verdankt. 


Es iſt hier der Ort zu bemerken, daß man auch aus 

den Differentialgleichungen, Entwickelungen von der Form 
Axa ＋ Bd ＋ CX +. 

durch das Verfahren, welches uns fuͤr die brechen 

Gleichungen diente, ziehen kann. In der That aͤndert 

man y in Ax* um, ſo muß man a an die Stelle 


dx 

fo weiter. Dieſe Subſtitutionen laſſen die Differentialien 
der vorgegebenen Gleichung verſchwinden und alsdann 
wird man und A wie in einer algebraifchen Gleichung 
beſtimmen: das Aufſuchen der folgenden Gliedern wird 
nicht mehrere Schwierigkeiten haben. 


d 
von X, (-I) an die Stelle von 4. ſeten und 


Bb 4 Ias. 
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128. 


Betrachtungen über das was die Entwickelung von /(x ＋ k) 
\ in gewiſſen beſondern Fallen wird. 


Ich habe (Rum. 10) verſprochen zu erklaren wie es 
zugeht, daß die Diferential; Eoefficienten =, = ae 
unendlich werden, und warum die Reduction der vorge: 
gebenen Function in einer Reihe ſich nicht mehr durch 
die aus dem Tayloriſchen Theoreme abgeleiteten Formeln 
verrichten läßt: Un dieſes Verſprechen zu erfällen, fo 
werde ich zeigen, daß die Rum. 2 angenommene Form 
zur Entwickelung einer beliebigen Function von x + k; 
ob gleich im allgemeinen wahr, bey gewiſſen beſondern 
Faͤllen dennoch nicht anwendbar iſt. 

f Hier folgt einer Ver einfachſten Faͤlle dieſer Art: 
Es ſey f&) = (x — ahn; fo hat man 


Zn enk — ah)n-z, 
Er, zn - I) & - a)n- z 
dx 


und es e heraus 
FTD G- at ( ha- K 


R. H — 


125 1. 2 „(an- a R= 


Dieſe Reihe findet allgemein ſtatt [was auch immer der 
Werth von x ſeyn mag, aber demohngeachtet, wenn 
Xx we a, unden eine ganze Zahl vorſtellt, fo ver⸗ 
ſchwinden alle Glieder aus die ſie beſteht, bis auf das⸗ 
jenige in welchem der Exponent von der Groͤße * — a 
Null iſt; von der obigen Entwickelung bleibt alſo nur 


noch 
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noch das Glied ko auf welches ſich die Function 
(x —a + On reducirt, wenn man darin a anftatt x 
fest. 
Wenn m eine poſitive gebrochene Baht iſt⸗ ſo giebt 
die vorhergehende Reihe 
1 


755 1 7 
Gt 
85 
1 


1 
m(x — 49 m 
1. * K 


1 


1. 2m=(K — a) * 
1. (m-) m -k 
E 1 5 K 


1.2. 3zm (x a) er 
die Annahme von x = a, wurde das ehe Glied der 
zweyten Haͤlfte Null und alle andern unendlich machen: 
Aber dieſe nemliche Annahme redusirt die vorgegebene 
1 0 
Functien (x — a + im auf kw, ein Reſultat in weis 
chem k ſich auf einer gebrochenen Potenz erhoben findet, 
und welches ſich folglich nicht mit der allgemeinen Form 
der Entwickelung von f(x + k) pestaägh, 


129. 


Obgleich das von mir gewaͤhlte Beyſpiel nur dasje⸗ 
nige darſtellt, was ſich in einem einzeln beſondern Falle 
zutraͤgt, ſo muß man demohngeachtet gewahr nehmen, 
daß alle mal, wenn die Function, welche man entwickeln 
will im allgemeinen irrational iſt, und daß durch die 


Subſtitution eines beſondern Werths von x fie aufhört | 


es zu ſeyn, alsdann nothwendig die Irrationalität auf 
Bb 5 \ den 
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den Zuwachs k fällt und die nach den ganzen Potenzen 
von dieſer Groͤße geordneten Entwickelung, kann die vor⸗ 


gegebene Funetion nicht mehr darſtellen; das folgende 


Beyſpiel wird dieſes zu erklären, vollenden. 


Die Function yab+V x —a, redueirt ſich, wenn man 
‚x=a ſetzt, auf y=b, fie verliert alſo in dieſem beſondern 
Falle ihre Irrationalität, und die zwey Werthe deren 
fie fähig iſt reduciren ſich auf einen; aber von den Au: 
genblick an, wo u ſich verandert, nimmt fie ihre erſte 
Form an, folglich fo klein auch k feyn mag, fo muß 5 
doch, wenn x = a4 4 k iſt, auch zwey Werthe haben, 


und ſie wird in der That b . Ve, Demohngeach⸗ 
tet kann bey gegenwärtigen Umſtande die Reihe 
„dar dy k a 
eine 
nicht zwey Werthe auf einmal geben, weil die in der Hnpos ' 
theſe von x a berechnete Groͤße y, nur einen Werth 
ü 2 I dy d?y 5 
hat, und die Differential⸗Coefffcienten S 


33 2 


welche aus Gleichungen abgeleitet ſind, wo ſie nur bis 
zum erſten Grade ſteigen ebenfalls nur einen Werth fuͤr 
jeden beſondern Werth von y giebt. Man muß jetzt auf 
eine klare Art ſehen, warum die oben ſtehende Reihe y 
bey der Annahme von x=a nicht darſtellen kann; man fühlt 
übrigens, daß die Schwierigkeit in jedem andern Falle 
aufhört ſtatt zu haben, weil, wenn y feine beyden Wer⸗ 
the wieder annimmt, jeder der Differential-Coefficienten 
deren auch zwey nimmt, den einen Werth in Beziehung 
auf den erſten Werth von y und den andern Werth in 
Beziehung auf den zweyten Werth von y, und daß durch 
dieſes Mittel die von uns betrachteten Reihe doppelt wird. 


130 


x 
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130. 

Die Art von Paradoxon, welches wir RT 
weit entfernt die Allgemeinheit des von uns Num. 2 aus⸗ 
geſagten Satz zu ſchaden, bietet uns im Gegentheile das 
Mittel der den Satz auf weit ſolidern Grunde aufzu⸗ 
bauen als die Induction iſt, wovon wir ihm abgeleitet 
haben. Weil die Natur einer Function, oder die Glei⸗ 
chung wovon ſie abhaͤngt, immer die Zahl es ſey der 
‚reellen , oder der imaginairen Werthe beſtimmt, welche 
fie für jeden beſondern Werth der veränderlichen Groͤße 
die fie enthalt annehmen muß, fo iſt klar, daß die Reihe 
welche die Entwickelung der Function ausdruͤckt, nicht 
mehrere Wurzeln geben darf: dieſes würde demungeach⸗ 
tet geſchehen, wenn die Reihe 

u ＋ PK ＋ UHR 1 
der angeführten Nummer, Bruchpotenzen von k enthielte; 
denn da die Coeffieienten P, Q, R. ... von jedem der 
Werthe von u einen beſondern Werth erhalten, ſo giebt 
dieſer Umſtand allein ſo viel verſchiedene Reihen als es 
die Natur der vorgegebenen Function vertraͤgt; von einer 


andern Seite hätten Bruchpotenzen, fo wie ke, k. ., 
ſelbſt ſo viel Werthe als deren Gleichungen von der Form 
kz — ASO k BSO, . geben koͤnnten, und die 
Tour- a⸗Tour angewendet die Anzahl der daraus hervor— 
gehenden Reihen weit über die Anzahl der Werthe, wel— 
che die vorgegebene Function haben muß, treibt“). f 
1 N N La⸗ 

) Man muß ſich hier erinnern, was man in allen algebrai⸗ 
ſchen Büchern über die Vielheit der Quadrat, Eubiewurzeln 
u. . w. aus einer beliebigen Zahl, und von der Nothwendigkeit 
fie alle anzuwenden wenn mau gar keine Urſache hat von 

; der 

\ 
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Lagrange ift der erſte der mit eben fo vieler Ele⸗ 
ganz als Simplicitaͤt den Knoten von der vorhergehen⸗ 
den Schwierigkeit gezeigt hat, die noch nicht mit ſo vie⸗ 

ler Klarheit entwickelt war. 


131. 


Steigt man zu der Bildung der Differential- Coeffi⸗ 
cienten zuruͤck (Num. 9 und 10), ſo wird man ſich ins 
Gedaͤchtniß zuruͤckrufen, daß jeder von ihnen nichts an⸗ 
ders iſt als der Coefftcient der erſten Potenz von k in 
der Entwickelung der Differenz von dem ihm vorhergehen— 
den, oder, welches auf eins hinaus laͤuft, gleich iſt dem 
erſten Gliede dieſer Entwickelung durch den Zuwachs k 
dividirt. Wenn man dieſen letzten Begriff auf den be⸗ 


ſondern durch die Function b + Vx — a vorgeſtellten 
Fall anwendet, fo wird man, wenn a + k anftatt x 


d 
ſubſtituirt wird, ſehen, daß der Coeffielent = alsdann 


unendlich werden muß; man wird alſo daraus ſchließen, 
daß das unter denſelben Umſtaͤnden durch den Differen⸗ 
tialcafeuf gegebene Reſultat, eine nothwendige Folge von 
der der Entwickelung von f(x + 9 zugeeigneten Form iſt, 
und daß dieſes Reſultat einigermaßen die Anwendung 
von dieſer Form auf einem von ihr nicht mit begriffenen 
beſondern Fall verbeſſert. 3 
In 
der einen eher als von den andern Gebrauch zu machen. 
Man muß auch in acht nehmen, daß in dieſem Artikel nur 
die Rede von ſteigenden Reihen ſeyn kann, die, wenn fehr 
klein iſt convergiren, und daher die vorgegebene Funefion 
um ſo genauer darſtellen als k einem geringern Werth hat, 
uud die einzigen find die ee in dieſem Faue machen können. 


\ 
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In der That, die Annahme von » = a + b in der 


Function b Vx — a giebt b k die Differenz 
zwiſchen dieſen Werth und demjenigen, welcher * = a 


entſpricht iſt ke, 22 man dieſen a Werth durch 


k, fo kömmt —, eine Größe welche mit 3. vom glei⸗ 
k? 


chem Werthe ift, und die unendlich wird, wenn man k=o 


*ody 
a „ r 
macht d 65 8 5 5 
5 BR - * dy d 
Wenn einer der Coefficienten Er EEE, durch 
f dx ' dx? 


die Subſtitution eines befondern Werths von x unendlich 
wird, und die vorgegebene Function immer endlich bleibt, 
fo kann dieſes nur daher kommen, daß ein Nenner, wel⸗ 
chen die Differentiirung in dem in Redeſtehenden Coeffi⸗ 
cienten eingeführt hat, verſchwindet; und da die verſchie⸗ 
denen Potenzen dieſes Renners ſelbſt die Nenner der folz 
genden Coeffieienten ausmachen, ſo iſt evident, daß jeder 
von dieſen hier mit dem erſten zugleich unendlich werden. 
5 132. f ; 

um dieſen Bemerkungen alle Ausdehnung und Klar⸗ 
heit, welche ihre Wichtigkeit verdienet zu geben, ſo wollen 
wir noch die Entwickelungen von einigen zuſammengeſetz⸗ 
tern Functionen als die vorhergehenden ſind, unterſuchen. 

Es ſey y = bz +cx — 2); 
die Function y durch das Theorem von Taylor entwickelt, 
nimmt, wenn x ſich in x-+k 5 folgende Form an 


bx+(x—a)? + abntice * ir 


5 2 8 
* Jab ea 4 
* 3172 a 


Die 
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Die Annahme von x a redueirt die zwey erſten Glie— 
der von dieſer Reihe auf ba? + Abak, und macht die fol⸗ 
genden, wegen den negativen Potenzen von x — a die 
fie enthalten unendlich. Wenn man in den Differential⸗ 
Coefficient von der erſten Ordnung 

abx + 2x — a)? 
a + k an die Stille von x fest, fo kommt 

sba+k)+ 30K z und zieht man 
nachgehends den Werth ab, welchen er erhaͤlt, wenn 
Ama, fo findet man 

abk ＋ kB ; 

dividirt man dieſes Neſultat durch k, fo muß man nach 
dem was in der vorhergehenden Nummer geſagt iſt, 


RER \ a 2 
daraus eine Groͤße ziehen die gleichgelten mit ze oder 


{ Kar, , 
den Coefficienten von ak Aber der Quotient 


© *od’y ' 
EEE 
ng dh. 


zu welchen man gelangt, wird, wenn man k = o macht, 
unendlich, welches dem RR des Differentialealculs 


„ 


gemaͤß iſt. 
Das Tayloriſche 1 auf die Function 
2 
y = bem ＋ eln = ad · 
angewandt, giebt, indem man annimmt, daß aus k, 1 


wird 


6 1 ep e 
bm. ESC -a) Bar re — a) a 25 


P 

a ) ak, 
+ Tab —Dban-a ET gi — 
ET, . 
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und man wird allgemein haben 


dr 8 = mim — 19. * Li — Nn — I)bxm-n 
dxa 
x 
pop). (p . 
FR PP I —.— 22160 1 l 


So lange wie nn kleiner als 85 iſt, werden, wenn die 


Potenzen von (x — a) poſitiv find und man * S a, 
macht, ſolche verſchwinden, und der zu dieſem Falle be⸗ 


duy 
ſondern Werth von Jia wird ſeyn 


m(m — Er (in — n + I) bam-n. 
Nimmt man an daß m eine ganze poſitive Zahl bezeich⸗ 
net, fo wird dieſer Ausdruck ſelbſt Rull, wenn n, m über: 
trift, aber bis dahin werden die obenſtehenden Glieder 
der Entwickelung ER 


ben + mba m- . — + be — I)bam- , 7 
3% 


Ueber das Glied 


n 
mem - I). . (m- n I) Damen —— 
se, D 


hinaus, wird man, wenn m kleiner als — ff, eine Fol⸗ 
ge von Null Coeffleienten begegnen bis daß man eine 
Ordnung der Differentiirung erreicht hat die einen hoͤ⸗ 


hern Exponenten als = hat. 


Man ſieht hieraus daß, in der Folge der Differential: 
Coefficienten, ſich darin welche finden koͤnnen die ei— 
nen endlichen Werth haben, andere die Null ſind, und 
endlich andere die unendlich ſind. Man wird ein Bep⸗ 


ſpiel 
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ſpiel von dieſen verſchiedenen Fällen haben, indem man 
m = 2 und E 85 nimmt; denn man findet | 


y S bx ＋ c 2), 


a = =abx + 2X — 2), 


d 
a? | 
4 ab + 2. 3. ( = a 5 
a’ 5 5 R 
= == 2. . 4 0(K — 40 
d* & : 8 
= 2 213.45 cr N f, Ul. f. W. 
Und die Annahme von x = a wird geben 
dy A 
5 = bat, ea aba; 2 = Ab, 
d’y d € 
Ars = 0; dx# = 2 
0 


Indem man in 
2 
bm ＋ cx — ald, x2 2 +k 


macht, fo wird 
: 4. 
bla + Em + ckd 
kommen, und unter dieſer Form ſieht man leicht, daß, 
wenn m kleiner als a iſt, darin eine Lucke zwiſchen den 


letzten Gliede bkm des entwickelten Ausdrucks b(a+k)n, und 


a p 
des Gliedes cka iſt. Wenn man durch r die ganze in 
N enthaltene Zahl vorſtellt, ſo wird dieſer Buchſtabe auch 


die Ordnung des Gliedes, welches das erſte von denen 
Gliedern 
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Glieder vorangehet die durch die Annahme von x = a 
undendlich werden, und welches von der Form 
45 
N( X = a) 7! 

ſeyn wird, wo N ein beftändiger Factor edel 
Nimmt man alſo wie man es in den vorhergehenden 
Nummern gemacht hat, den Unterſchied von dieſem Aus⸗ 
druck, in dem Fall von x = a, fo wird man finden 


— 
Nk a 


und indem man durch k dividirt, wird kommen 


F 


Um: von dieſem Reſultate zu dem Werthe des Differen⸗ 
tial⸗Coefficienten von der Ordnung r +1 überjugehen, 
muß man k = o machen; aber da . — r durch Hy⸗ 
potheſe, eine kleinere Zahl als die Einheit iſt, ſo wird 
der Exponent ee 1 negativ ſeyn, und folglich wird 


die Annahme x = a die Groͤße 


Nka 
unendlich machen 


133. 

Wir werden hier die Folgerungen die man aus den 
vorhergehenden Beyſpielen ziehen muß, zuſammenſtellen. 
Es gehet ſogleich hervor, was den Differential-Coeffi- 
cienten von der Function y= (x — a)n zuſtoͤßt, oder 
geſchiehet, wenn man darin n = a macht (Num. 128); 

daß überhaupt alle die Coefficienten einer Function von 
Cheu, Ce der 
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der Form y = X( — a)", von der ans bis mit zur 
(n — I)ten Ordnung in dem Fall von x =ıa vers 
ſchwinden, wenn k eine ganze poſitive Zahl iſt, und daß 
die durch X vorgeſtellte Function von K, bey demſelben 
Umftande nicht unendlich wird. Um ſich davon zu übers 
zeugen, iſt es hinlaͤnglich 
X t; ( a) n u 
zu machen; daraus koͤmmt 
dm = dm tu = 
mm 1 


5 dau- A Atdm- Zur 3 det dusgzu „ 


— 


„. Hudint (Num. 107) 
und weil u, ſowohl als ſeine Differentialen, bis zur Ord⸗ 
nung n — 1, bey der Annahme von » = 4, Null find, 
fo folgt daraus daß dw, Null ſeyn wird, fo lange nr 
nicht u — 1 uͤbertrift, und daß man haben wird, wenn 
man, . 
5 dMy = tdmu = 1:2... mXdxm. 
Die Entwickelung der vorgegebenen Function enthäft alſo 
keine Potenz von k die niederer als n waͤre. 
In dem Falle, wo der Exponent n eine gebrochene 
\ Zahl iſt, werden, indem man x = a macht die Differen⸗ 
tial; Coeffieienten von X( — ahn unendlich, ſobald als der 
Exponent ihrer Ordnung dieſe Zahl uͤbertrift. 
Endlich, wenn u eine negative Zahl wäre, fd würde 
die vorgegebene Function mit ihren Differential- Coeffi⸗ 
sienten zugleich unendlich. 


% 


134. 
In den befondern Fällen, wo der Differentialcalcul 
den Ausdruck der Entwickelung von f(x + k) nicht ge⸗ 


ben kann, kann man dazu gelangen es ſey fü, wie man 
i ; es 


7 
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es fuͤr obige Beyſpiele gemacht hat, oder es ſey durch 
Anwendung det in Rum. 119 und folgenden vorgetrage⸗ 
nen Methode: das erſte dieſer Mittel kann nur in Be— 
tracht der expliciten Functionen angewendet werden. 
Haͤtte man z. B. 


= (4 1 I | 
und man machte darin x = 4; fo würden die Differens 
tial⸗Coefficienten unendlich werden; aber indem man 
a + k en * ſchreibt, fo wuͤrde man finden, 


= = K- I e = El za⸗ ＋ (3a “+k)k]3 
Hund indem man entwickelt wird kommen 


22 K 5 3 
7 — (345 eu Ip GitD-+.. 25 = 
>= Ga. * 515 

Ich habe hier nur die zwey erſten Glieder berechnet, 
weil in dem Gebrauche welchen wir in der Folge von 
den Entwickelungen dieſer Art machen werden, ihr erſtes 
Glied am oͤfterſten hinreicht. 

Wäre bon einer implieiten Function die Rede, ſo 
würde man a + k anſtatt x in der Gleichung von wel⸗ 
cher fie abhängt, ſubſtituiren; ſieht man nachgehends y 
und k in der entſtehenden Gleichung als allein veraͤnder⸗ 
lich an, ſo wuͤrde man nach den weiter oben angefuͤhr— 
ten Rummern, den Aus druck von der erſten durch eine 
ſteigende nach den Potenzen der zweyten geordneten Reiz 
he, finden. 8 

Die Gleichung 

* — * Y ＋ 2* — 4 2 0 
wird uns als Beyſpiel dienen. Indem man ſie differen⸗ 
türt, fo zieht man daraus i 


1 * 10 
— Ga) k 1 8 
08 0 


Ce a2 dy 
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und indem man * = a annimmt, ſo redueirt fie ſich auf 
y* 6 24 5 + a* = O, 


woraus y Ta und dy — 5 folgt. Um die er⸗ 


ſten Glieder der Entwickelung von y. in dieſem beſondern 
Falle zu erhalten, verändert man x in a ＋ k, und wer 
gen x = a, hat man 7 = a, man ſchreibt a + Ak? 
anſtatt y, indem man von dem doppelten Zeichen T abs 
ſtrahirt, welches man leicht, wenn es noͤthig ware tier 
derherſtellt. Man wird daher haben 


4 — 20a T ER)LT Ca K) Ca ＋ Ak“ — (arAke)* . 


Da man in dieſer Gleichung nur die mit der kleinſten 
Potenz von k behafteten Glieder betrachten muß, ſo gnuͤgt 
es (Num. 121) auf 
— 4a k + ga Ak- TI - garark 20 Hansa AK A O 
Ruͤckſicht zu nehmen, woraus man ziehen wird «=? und 
2 ＋ A =o; man wird alſo als Reſultat haben N 
5 4 * K / n e aA. 
Man ſieht hieraus, daß wenn man x ea nimmt, fo 
wird der Werth von y unmöglich ſeyn, und daß fie reel 
wird, wenn man k negativ annimmt, oder » <a 
Die vorgegebene Gleichung in Beziehung auf y nach 
Art der Gleichungen vom zwepten Grade aufgeloͤßt, giebt 


„VNL 


fubftituiet man a ＋ K ſtatt x und entwickelt das Reſultat, 
nur in dem erſten Gliede, ſo wird man auf die oben ge⸗ 

ſundenen zuruͤckkommen. : 
Wir werden beobachten , daß man die Größe 
E V-: a als den Ausdruck des Differentials von y, 
als⸗ 


4 
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in dem Falle wo x = a ift, betrachten kann, weil fie 
alsdann das erſte Glied der Entwickelung von der Diffe⸗ 
renz zwiſchen den Werthen von y, die „ = a und 
K a ＋ k correſpondiren, bilder, ; 

Wir haben nicht geſucht die Anwendung der im vor 
hergehenden angezeigten Verfahrungsarten auf die Func⸗ 


tion lx zu machen, weil ſie in keinem Falle, eine Entwi⸗ 


delung von der Form 


Axa + Br? + CN +, ,, (Einl. Num. 29) 
zulaſſen kann. 5 N 


* 
Von den Ausdrücken, bie in En beſondern Fällen werden. 
Es kann nicht allein geſchehen, daß die Differentiat⸗ 
Coeffieienten in einigen beſondern Fallen Null oder uns 
endlich find, fondern fie konnen ſich noch in andern Faͤl⸗ 
len unter einer unbeſtimmten Form darſtellen, indem ſie 
2 werden. Hätte man z. B. N 


ay = Varx’ - 
ſo wuͤrde man davon ableiten 
dy 42K == 2x? 
- „„ 
and. wenn man x = o macht, fo. kömmt 
d 7 a 
a ee = . 


Demungeachtet wird man mid ein wenig Aufmerk⸗ 
ſamkeit ſehen, daß der Zähler und der Nenner des Bruchs 

a” EHE ax” 5 

Var 

nur deswegen zu gleicher Zeit verſchwinden, weil ſie mit 
dem gemeinſchaftlichen Factor x behaftet find; befreyet 
man man fie davon, fo wird man finden s 
N Se a 4 
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8 


a. —ę—' , 
dx Va? — K* 

. d I 

und folglich = — 
8 dx a 
Ueberhaupt, wenn man in einem Ausdrucke von der 
Form a 


wenn x Sd iſt. 


Pix — a)m 

N — ahn? 

X S o macht, fo wird er 3: demungeachtet muß !fein 
wahrer Werth Rull, oder endlich, oder unendlich ſeyn, 
je nachdem man m Den, men, m Sn haben wird; 
den, wenn man im Zaͤhler und Nenner die gemeinſchaft⸗ 
lichen Factoren ausſtrelcht, ſo findet man im erſten Falle 
PX — ahmen 5 


TEE: 


im zweyten 
5 8 
Fre 
und im dritten i 

P 

O — a)nem 

wohlverſtanden, daß die Größen P und Q ſo beſchaffen 
find, daß fie durch die Annahme von x = a weder Rull 
noch unendlich werden. 


Sobald alſo ein beliebiger Ausdruck ſich unter die 
Form 2 darſtellt, fo muß man ihm, um feinen wahren 
Werth zu kennen, von dem den Zähler und Nenner ger 


* — * 
7 
* 


meinſchaftlichen Faetoren befreyen. Der Bruch 25 
; x = N 


z. B. welcher 3 für x=a wird, wird, wenn man ihm zu ſei⸗ 
ner kleinſten Anzahl von Glieder reducirt, verändert in 
1 32 
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a ＋ ax + x” | 
8 1 


RL. i 
und giebt 7 wenn man darin x = a macht. 


138. 5 
Die Bemerkungen von Num. 133 werden uns Mit⸗ 


tel an die Hand geben, um zu dem wahren Werthe ei⸗ 
ner! Function zu gelangen die 3 wird, ein viel einfacheres 


und allgemeineres Mittel als die Auffuchung des gemein⸗ 


ſchaftlichen Factors. Man hat geſehen, daß alle D ffe— 
rentialien von einem Ausdrucke von dor Form Pix — a)m 
bis mit zu dem von der (m — I)ten Ordnung, bey der 

Annahme von x = a verſchwinden, wenn m eine ganze 
Zahl iſt, und daß alsdann das Differential von der mten 


Ordnung ſich auf 1.7. . mpdxm redueitt: der Factor 
(x a)m verſchwindet alſo in dieſer Hypotheſe nach m 
Differentiirungen. 


Es iſt nicht nothwendig, daß man den Re m 
kennt, noch ſelbſt, daß der Factor (x — zm genay be 
kannt ſey, um zu teiffen, wenn der Ausdruck Rx — a)m 
davon befreyet iſt; es iſt hinlaͤnglich ſich nach jeder Diffe⸗ 
rentiirung zu verſichern ob das erhaltene Reſultat, wenn 
man a an die Stelle von x ſetzt, perſchwindet oder nicht; 


im letzten Falle it die Operation geendet, und daß was 


man gefunden hat ſtellt die Größe 1.2 mp vor. Es 
fen z. B. die Function 

* — K K ax & a 
die durch die Annahme von 2 Sa verſchwindet; ihr ers 
fies Differential verſchwindet bey dieſer Hypotheſe auch, 
aber ihr zweytes Differential, welches (6x — aa) cs iſt, 


nicht; fie. iſt alſo nun von dem Factor ( = a) befreyet, 


Ce 4 und 


nnen. 


— —— m gm an 
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und weil hierzu zwey Differentilsungen nöthig waren, 
ſo muß man daraus ſchließen, daß ſie von der Form 
P(& — a)? iſt; welches ubrigens u zu pruͤfen iſt, 
denn man wird finden 
Xx — ax — a ＋ a = (x +a) (x — a) 
Wenn man das Borchergehende auf den Bruch 
P Alm 
1 OR = a)n 

allwendet, ſo wied man ſehen, daß, wenn man verſchie⸗ 
denemal hintereinander ſeinen Zaͤhler und ſeinen Nenner 
differentiiet, fo werden fie, wenn m = n beyde zu glei⸗ 
cher Zeit von dem Factor (x — a) befreyet ſeyn. Iſt 
es der Zähler welcher zuerſt ein nicht verſchwindendes 
Reſultat giebt, fo wäre dieſes ein Beweis, daß der Fac⸗ 
tor (x — a) ſich darin auf einer geringern Potenz als 
im Nenner befindet, und folglich wird der vorgegebene 
Bruch unendlich ſeyn; iſt es im Gegentheil der Nenner, 
ſo wird der vorgegebene Bruch Rull. Man kann daher 
folgende Regel ausfagen: 

um den wahren Werth einer Function zu 
erhalten, die sz wird, wenn man x einen be 
ſondern Werth giebt, ſo muß man ihren Zaͤh⸗ 
ler und Renner differentiiren, bis daß man 
für den einen oder für den andern ein Reſul⸗ 
tat findet, welches nicht verſchwindet; die vor⸗ 
gegebene Function wird im erſten Falle unend⸗ 
lich ſeyn, Null im zweyten, und wenn ſie einen 
endlichen Werth hat, ſo wird man zu gleicher 
Zeit zwey nicht verſchwindende Reſultate be 
gegnen. b 
i Einige Beyſpiele werden dieſes genngfam erlaͤu⸗ 
tern 


132 
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. 1 37. 


3 


7 
Es fen ) die Function 33 von welcher man 
den Werth für x = a verlangt; indem man ihren Zaͤh⸗ 
ler und ihren Nenner differentiiet, fo wird man finden 
e zx dx 
— 2xdx” 
3a 
4 
fo wie in Num. 138, 


woraus entſtehet, wenn man x in a verändert, eben 


5 N 1 SEE 
2) Die Formel Be welche die Summe der ner: 


ſten Glieder einer geometeiſchen Reihe — 15 W 
ausdruͤckt, wird 3, wenn 9 == 1; unterdeſſen hat dieſe 
Summe in der geometriſchen Pregreſſion — i 
zu welcher man alsdann gelangt, einen beſtimmten Werth 
der gleich n iſt, welche die vorhergehende Regel uns auch 
geben wird. In der That, nachdem man den Zaͤhler 


5 „ e . 1 
und den Renner des Ausdrucks Be differentürt hat, 


5 ö „. xn d& 5 5 N 
ſo findet ſich . und indem man 1 anſtatt x 
ſchreibt, fo kommt n. 

3) Der wahre Werth von 


2. an? ** 
AX dex Hag 
2 8 2 ) 


Se 5 in 


„) Ohne Differentivlegleul erhalt man den verlangten Werth 
leichter, wenn man bedenkt, daß die vorgegebene Fung tion 
gleſch £ 
ala? 
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in dem Falle von & = iſt, kann nur nach zwey Dif⸗ 

ferentiationen gefunden werden, denn die erſte giebt 

n \ 5 + ver r, 
run, ein Reſultat, welches noch 3 wird; aber, 


wenn man noch einmal differentiirt, fo findet ſich . 


4) Wir wollen ferner noch den Werth von der 
Function 
K -A a' *) 
Bee ae a 

ſuchen, wenn x = a iſt; wir werden finden, nachdem 
man einmal den Zaͤhler und den Renner differentüirt 
hat, daß der erſte allein noch Null wird, wenn man a 
anſtatt x ſetzt; wodurch wir belehrt werden, daß der 
wahre Werth der vorgegebenen Function Null iſt. 3 
Gegentheil wuͤrde fuͤr die Function 


ax 3 
. e 
ſtatt finden, nr 
7 ; 5) Ob 


* 
alx? — 208 +?) 
b(x? — ac + c) 


G. 
„) Dieſe Function iſt 
5 —— —a’) — a * e (-a) (&“ = 
- 5 S 
x Sr dr x _q° * 5 
ſolglich wird fe für x = Null. 
G. 


\ 


* 1) Diefe Function zerlegt man in. Fackyren und erhält: 
(ax g (a )x 
‚ar K ax ( A N) (ab-) (a N -r zax( AK 
9 (aN x 


Fame) aan 
® 7 folg⸗ 
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5) Ob man zwar nicht ſogleich einfieht, wie es moͤg⸗ 


ax — bx 
die fuͤr 


lich iſt, die tranſcendente Function 


= . ; : 
du geben, fo kann 


g 5 1 BR 
* = o, 5 wird, die Form 


man demungeachtet bey ihr die 1 85 anwenden, und 
nachdem man ihren Zähler und ihren Nenner differen— 
tiirt hat, ſo findet man axla — boelb: ſetzt man o ftatt 
x, fo hat man la — lb für den wahren geſuchten Werth. 

Dieſes Reſultat wird ſogleich erhalten indem man 
ſtatt den Functionen ax und b* ihre Entwickelungen 
(Einl. Rum. 22) i denn es kommt 

ax — bx 


J X 
8014 W. ide 


und die Annahme von x = o vedweirt di 50 55 Haͤlfte 
von dieſer Gleichung auf ihr erſtes Glied: folgt man die 
Operation, ſo wird man bemerken, daß darin ein Fac⸗ 
tor x iſt, welcher durch die Dipiſion 1 
6) Die Function 
1 —sin. x ＋ eos. x * 


sin. x ＋ cos. * 1 


folglich für x = a, hat man den Werth 5 en 
Eben dieſes findet man auch durch den Diſſerentiglealeul. 


i . 0 
) Die Differentiation giebt 
cos. x -in x : 


cos. Xx — sin. X 
und dieſer Werth geht für x == 90° in —=+ fiber, 


m Original find — 1. Ohne Diffefentialesleul findet 
a man 
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redueirt ſich auf 8, wenn der Bogen * = 90° iſt; aber 
indem man die Regel auf ihr anwendet, ſo findet man 
daß ihr wahrer Werth alsdann + ı ift f 


7) Der Leſer kann ſich bey den Functionen 
a—x—alaralx *)u x** - ) 


— un = 
a aa, SFR 


üben; 


x 


man dieſen Werth, wenn man den vorgegebenen Bruch ver 
wandelt in 


L in. Sin. x,) EIER — sin. — Sin. * 
7 Sar — sin x? r — sin. x)“ 
= Vi — sin. X Ka 
\ vr ve 7 


der alsdann für x == „+ giebt. 
. G, 
) Zähler und Nenner differentlürt giebt 
5 a 
+ =. (are * Vaax — X 
-(a—x) — x(a—x) 
Fax — x? 
\ Vaax x Vaa — x 
2 — — 3 
0 2 — x Se x 
fit x = a wirs dieſer letzte Bud = — 1. 
2 G. 


n) Zahler und Nenner differentlirt giebt 
XII) —1 


= > FÜR. 50 
ee: ; 
Zähler 
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üben; die erſte wird 5 für x = a, und die zweyte für 
x Iz ihre wahren Werthe find refpeetive — 1 und 
2 


. 138. 

Es iſt leicht zu ſehen, daß die Regel von Rum. 136 
nicht in den Faͤllen, wo die verſchwindenden Factoren 
auf einer Bruchpotenz erhoben waͤren, den die Differen- 
tialien von der Function P(X — Im find Null oder un⸗ 
endlich, wenn m keine ganze Zahl iſt (Num. 133). Wenn 


man z. B. . hätte, obgleich der wahre Werth 


. 05 
dieſes Bruchs, 2a: fuͤr = a iſt, ſo wird man doch 
niemals durch Differentiirung dazu gelangen: man würde 
ſfucceſſive finden 


＋ x 1 
ax(x? 1 36K * 3 25 3 — a2) 
— — — 5 — — . ä äß——ĩV—. 
= > y 3 ER 9 29 
20 — a)? 2 . (& — 4) 


das erſte von dieſen Reſultat wird noch 8, wenn man 
x == a macht, und die nemliche Vorausſetzung macht die 
Zähler und die Nenner von jeden der folgenden unend» 
lich. Wenn man die negativen Exponenten wegſchaft, in⸗ 
dem man die, welche im Zähler find im Renner uͤberge⸗ 
hei: läßt, et vice versä, fo redueiren ſich alle ei ents 
ſtehenden neuen Ausdruͤcken auf 2. 


139. 


Zahler und Nenner dieſes Bruchs nochmal bifferentürt 

giebt 8 

XxX(CILIX) NN T 
21 


X * 


für x 2 1 wird dieſer Bruch = — 2 


3 
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139. 
Hier folgt ein allgemeines von allen Schwierigketten 
befrehtes Verfahren, welche die Regel don Rum. 136 in 
in ſich begreift, und welche ich nur deswegen zuletzt vor⸗ 


trage, weil es mich duͤnkte, daß die Betrachtungen in der 


ängeführten Nummer ein großes Licht über den uns be 
ſchaͤftigenden Gegenftandt werfen könnte. 


Es ſey = ein Bruch deſſen Zähler und Nenner alle 


beyde fix a verſchwinden; ſetzt man a + k anſtate 
E, fo entwickeln ſich die Zunetiönen X und X“ in ſtei⸗ 


genden Reihen von der Form 
Ak“ ＋ BE E NG, Alka, A. Bis / . 8 
weil He in der Hypotheſe von k o zu Null werden 
ſollen, welche Hypotheſe der von x = a entſpricht; man 
wird alſo ſtatt des gegebenen Bruchs, haben 
Ak. K. Bk. 


— — 


* BK 


Wenn man in dieſem Resultate wirklich E o an⸗ 
nimmt, ſo muß man auf den Werth, welchen die Func⸗ 


tion = erhäft; wenn man x fi a verändert, zuruͤckfallen, 


X/ 
und obgleich dieſes Kefultat ſich auf 2 zu reduciren 
ſcheint, ſo wird man doch einſehen lernen, daß es immer 


einen beſtimmten Werth hat. Unterſcheidet man drey 


Faͤlle 
4 Ya, d = di und 4 S 4 


fü konnten wir in den beyden erſten Fällen den vorher 
gehenden Ausdruck wie folget ſchreiben: 


Ak 
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Fe 3 RER 
n 

Unter dieſer Form iſt es leicht wahrzunehmen, daß; ſo 

lange , A uͤbertrift, die Annahme k = o den Bruch 


zu Null macht / und daß er ſich auf — redueirt; wenn 
man = , hat. In deim dritten Falle, im Gegen: 
theile, wo « T als „ ift, wird man haben 
CC 
; Alx in Bee er 
und dieſes Reſultat, wird für die Annahme bin k = o 5 
unendlich. In allen dieſen Fallen, haͤngt der gefuchte 
Werth nur von dem erſten Gliede jeder Reihe ad; 


N 
8 


Die folgende Regel erſtreckt ſich auf alle Functionen, 
welche ſich unter der unbeſtimmten Form ; darſtellen 
koͤnnen: man ſuche das erſte Glied von jeder 
der ſteigenden Reihen, welche die Entwicke⸗ 
lungen des Zählers und Nenners fur km ah 
ausdrucken, man redueiré den dürch dieſe 
beyden erſten Glieder gebildeten neuen Bruch 
auf ſeinen einfachſten Ausdruck, und mache 
nachgehends k So; die Reſultate die man er, 

halten wird werden die unterſchiedene Wer⸗ 
the ſeyn, welche der vorgegebe Pruch für 
* Sa erhält. ea 


Dieſe Regel wird oͤfters bequemer ſcheinen als das 
Verfahren von der Differentiation, in dem Fakle, wo letz⸗ 
teres angewendet werden kann. Nur nachdem man z. B. 

viermal hintereinander den Zaͤhler und den Nenner des 
Bruchs i 
4 
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3 2 3 3 27. = 
* — ar era 2 — 2 Zax - 4 
ET ER EEE EEE TEEN 


x2 09x 42 ＋ 24 VU aax— N \ 
Differentiirt hat, koͤmmt man endlich dahin den wahren 
Werth in dem Falle wo x = a zu finden. 
Indem man a+k anftatt x ſchreibt, wie es die Re⸗ 
gel vorſchreibt, ſo koͤmmt 
aa CA kek —aa. Ha E + er 
2a RA 24045 — 5 
wenn man die beyden Wurzelgroͤßen in Reihen redueirt, 
ſo hat man 


per: : 1 K 2 k? 51 
araa at 4 -ur.. 
7 k 2 k* 

2 ka — — — — .. + 

= 2a 8a 


die Subſtitution dieſer zwey Reihen in den vorhergehens 
den Bruch wird 5 den geſuchten wahren Werth — Sa 
geben. 5 


In dem Falle, wo der beſondere Werth von x ei⸗ 

nige Wurzelgroͤßen verſchwindend macht, und die dadurch 

der Regel von Num. 136 entgehen, muß man nothwen⸗ 
dig zu der eben gebrauchten ſeine Zuflucht . 


Der Bruch 5 deſſen Werth man für x=a 


(* a) 
durch: die Differentiation nicht erhalten kann (Num. 138), 
giebt 
(2ak = ka): 
* 
indem man * in a ＋ k verändert, und macht man 
k o fo erhält man den wahren Werth (2408 


— (2a ＋ 02 


104. 


U 
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Eine Function kann ſich noch unter verſchiedenen un: 
beſtimmten Formen darſtellen, die dem Scheine nach von 
3 unterſchieden find, die aber im Grunde zu der nemli⸗ 
lichen Form zuruͤckkommen, und die zu kennen gut iſt. 4 

1) Der Zähler und der Nenner von dem Bruche 


5 koͤnnen zu gleicher Zeit unendlich werden; wir haben 


An ein Beyſpiel in Num. 138. bey dem Ausdruck 
30 — 4% + ZX (XK — . 3 


3 % (X —a, * 
gegeben, und wir haben angezeigt wie man daraus ein 
Reſultat ziehen kann, welches 3 wird, wenn Xx = a. 


Allgemein, wird der Bruch 75 alſo geſchrieben 


- 


fo redueirt er ſich auf 8, wenn X und X“ unendlich find; 
die Subſtitution von a + k anſtatt x wird auch zu ſei⸗ 
nem wahren Werthe führen, ohne daß es noͤthig fen ihre 
Form zu ändern. Das oben beygebrachte Beyſpiel wird 
durch dieſe Subſtitution. 

SE LN + (a LK + R)3 


1 
z 2 
＋ K 


= 4kt2a+k)E + 4a + k) (24 92 
und indem man k o macht, fo gehet daraus hervor 


ga? (25 


I. Theil. | Dod Wenn 
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a man den Werth verlangt, welchen die >= 
= erlangt, wenn x unendlich iſt, oder, welches ei⸗ 
nerley iſt, die Grenze von dieſer Function, ſo koͤnnte 
man dazu wegen der Unmoͤglichkeit Ix in einer Reihe zu 
reduciren, durch keine der Verfahrungsarten deren wir 
uns bis jetzt bedient haben gelangen; und man muͤßte 
zu den der Natur der vorgegebenen Function eigenen 
Betrachtungen Zuflucht nehmen. Man hat durch Rum. 
25 der Einleitung 


tion 


. 1 1x)” 
X I + 3 = + > — ＋ 8 
durch man ſieht, Br je 285 die Größe x ſeyn wird, 


je mehr wird fle ihren Logarithmus übertreffen, und je 


beträchtlicher wird auch der Werth des Ausdrucks — ſeynz 


xn RT 8 . 
aber — = xu . :; die Function — wird alſo ohne 
lx lx Ix 5 


‚aufhören zu nehmen und wird mit x zu gleicher Zeit 
unendlich werden. Von dieſer Schlußfolge muß man je⸗ 
doch den Fall ausnehmen in welchem der Exponent n uns 
endlich klein ware, denn es folgt daraus, daß ** ı 
iſt, daß was auch x immer ſey, man immer xu fo wenig 
von der Einheit unterſchieden machen kann, als man 
wollte, indem man n von einer ſchicklichen Kleinheit, 
nimmt ). rn 
f Es 
„) Ich habe vorausgeſetzt, daß hier die Rede von Neperſche 
Logarithmen wäre, wenn aber der Modul nicht der Einheit 
gleich wäre, ſo wird nicht deſto weniger die Zahl x endlich 


ihren Logarithmen übertreffen nur wird dieſes eher oder ſpaͤ, 
ter 
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2) Es kann geſchehen, daß man ein aus zwey Fac⸗ 
toren beſtehendes Product antrifft, wo der eine Factor un⸗ 
endlich der andere Null iſt: Es ſey P Q dieſes Product, 


: br 
wenn die Annahme von x = a, P So, Q giebt, 
O 


ſo macht man Q = 1. und R wird in derſelben Hy⸗ 
potheſe gleich Rull; es wird alſo kommen 
PQ 5 = 2. 
R 


Wir wollen als Beyſpiel den Ausdruck 


8 * 
— t. — 
4 xjg 7 


nehmen, wo = die halbe Creisperipherie bezeichnet; wenn 
man x =, I macht, ſo verſchwindet auf der einen Seite 
die Größe 1 — x, und auf der andern wird die Tan: 


gente unendlich, wenn = gleich 90° if. Um alfo zu dem 
wahren Werthe dieſes Bruchs zu gelangen, fo muß man 


X 1 3 55 
tg. = machen, und indem man ſich erinnert, daß 


= I ; xX ; 
tg A = et fo wird man R=cot. = haben; die vor: 
gegebene Function wird folglich 
3 
* N 
cot. — 
2 


ein Bruch welcher ſich auf 2 redueirt, wenn x = 1. 
D 2 ag Man 


ter geſchehen, je nachdem, daß der Modul geringer oder groͤ⸗ 
ßer als die Einheit iſt, aber immer vorher ehe man x = 1 
hat. i ; 
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Man wird durch die Regel von Num. 136 finden, daß 
fein wahrer Werth - if, indem man beobachte, 
daß 


= — 
d. cot. = 2 — er _— (um. 22), und 


T 


8 * 
daß der sin, En sin. 90 = IL 


3) Wir wollen endlich annehmen, daß man den 
Werth von der Differenz P — Q verlangte, wenn die 
durch die Buchſtaben P und Q vorgeſtellten Functionen 
von x unendlich find. Wenn dieſe Functionen algebraiſch 
rational und ganz ſind, fo koͤnuen fie nicht unendlich 
werden als in dem Fall, wo x es auch wird, und der 
Ausdruck P — Q kann nicht eher einen endlichen Werth 
haben, wenn man nicht wenigſtens P= 2b hat, 
wo b eine beftändige Größe ift. Wenn P und Q Brüche 
find deren Zaͤhler und Nenner verſchwinden, fo iſt es 
leicht die vorgegebene Function in einer andern zu vers 
wandeln, welche 3 wird; es iſt dazu genung e und © 
zu einerley Nenner zu reduciren. 


I, 3 5 
Es ſey z B. P rer und O Dt es wird 
hieraus der Ausdruck i 


g N I i 
entſtehen davon jedes Glied für x = 1 unendlich wird: 
indem man jenen Ausdruck zu einerley Nenner reducirt, 
ſo a man finden 
— I ＋ 2x * x? 
‚u — 2) (I — K 
N Dieſer 
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5 : = 
Dieſer Bruch giebt für x r, 3, und fein wahrer 


Werth iſt in diefem Falle z. - 
Wir wollen noch ferner die tranſcendenten Functionen 
x 1 1 5 
* — 1 ix 2x? ax tg. ax 


betrachten. Die Erſte, wird, wenn x = 1, die Diffe⸗ 
renz von zwey unendlichen Größen, ſetzt man aber 1＋ K 
anſtatt *, ſo nimmt ſie die Form 
I ＋ k 1 
ERNEST 


1 


an; da nun 
k? K* 
1 N -A 
ſo iſt 
AK 1 _ (i+k) I= 5 
ER ER = )  kl(t+k) 
K* K 
Su 2 3 u... 
K* 
2 — — 0 
K 5 +. 


Die beyden Glieder des letzten Bruchs durch ks dividirt, 
und nachgehends k = 0 gemacht, fo erhält man 2 fuͤr 


* 1 2 
den wahren Werth von — — ite in dem Fall, wo 


= iſt. 


Pi 4 * 
- — wird 5 — , wenn 
2X tg. 1X 1 


7 1 
Die Function — — 
8 Dr 


man darin x = o macht; fest man aber k an die Stelle 
von x, und ſubſtituirt anſtatt der tg.=k, die Entwicke⸗ 


R 2 
lung = + er 4E. . welche aus der Ba 
von Rum. 105 hervorgehet, fo wird man haben 


D d 3 
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1 0 5 * 


Sk? 25 Ka 4* K* 8 
1 . 


Dieſe beyden Brüche auf einerley Nenner reducirt, die 
beyden a: des a mit k“ dibidirt, und end: 


lich k = o geſetzt, giebt 7 65 Sch werde bemerken ar 


fen, daß, indem man = beyden Glieder der ei 
benen en auf einerley Nenner reducirt, man 
tg. & 8 


— X finden würde; und ſchreibt man o anftatt x, 
2x tg. & 


ſo wuͤrde 3 kommen. 


1 


141. 


Wir haben bisher nur explicite Functionen von x be- 
trachtet; es bleibt uns zu zeigen uͤbrig wie ſich die Re⸗ 
gel von Rum. 139 auf implicite Functionen anwendet; 

dieſes wollen wir en dem aus der Gleichung 
3 ax + x’ 0 — ay 2 


gezogenen Ausdruck bon l zeigen. 


5 d 2 2 
Man hat — a ee I 
dx zay? — x’ 


und wenn x = o, ſo findet man y= o und 2 = 


e 
7 


Aber wenn, ſtatt * gleich Null anzunehmen, man fie als 
eine kleine Größe betrachtet, ſo koͤnnte man an die Stelle 
von y die erſte Reihe aus Num. 124 ſetzen, und es wird 
kommen. 

zar E z XR. 
S N 

f Die 
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Die beyden Glieder dieſes Bruchs durch x? dividirt, und 
3a 


nachgehends x = o gemacht, giebt 2 =-e1 
dx 3a 


EEE 
Die Groͤße = hat noch zwey unmoͤgliche Werthe; 


denn indem man zu der angeführten Rummer zuruͤckge— 
het, fo wird man fehen, daß da in der Aufſuchung des 
erſten Gliedes der ſteigenden Reihe von welcher man Ge, 
brauch macht, der Coefficient A, welche das erſte Glied 
multiplicirt, durch die Gleichung a — aa’ = o, oder 
A — 1 S 0 gegeben iſt, dieſer Coefficient drey Werthe 
hat, der erſte gleich der Einheit, und zwey andere un⸗ 
moͤglich; man hätte alſo eigentlich zu reden drey ſteigende 
Reihen in den Ausdruck von 55 an die Stelle von y 
zu ſetzen. 

Allgemein, wenn die Annahme ſvon x = a eine bes 
liebige Function von x und y, 8 macht, wo y ſelbſt eine 
implicite durch eine Gleichung gegebene Function iſt, fo 
muß man a + k für x ſubſtituiren, und ſucceſſive ftatt 
y die verſchiedene ſteigende Reihen die ihre Entwickelung 
nach den Potenzen von k ausdruͤcken: nachgehends ſucht 
man was das Reſultat wird, wenn man darin k 
macht, und erhaͤlt dadurch dem wahren Werth von 8 
vorgegebenen Function, 


142. 


Ehe dieſer Gegenſtand verlaſſen wird, dey welchem 
man meine Verweilung wegen ſeiner Wichtigkeit verzei⸗ 
hen wird, werde ich ein Verfahren kennen lehren, wel 
ches der Differentiglealeul darbietet, um den wahren 

| Dod Werth 
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Werth der Differential-Coefficienten eine impliciten Func⸗ 
tion zu finden, wenn ſie ſich unter der Form 2 darſtellen. 
Wenn man zu der Erzeugung der Differentialglei— 
chungen von zwey veraͤnderlichen Größen zuruck ſteigt, 
ſo wird man ſich erinnern, daß fe aus der Subſtitution 
von x + h und von 
dy, h dy k 
a E ER 
anſtatt * und y, in einer urſpruͤnglichen Gleichung um=6 
(Num ac) entſtehen, und daß man fie bildet indem man 
ſucceſſive den Coefficienten von jeder Potenz von h gleich 
Null ſetzt. Wenn aber irgend ein beſonderer Werth von 
x, M und N verſchwindend macht, fo kenn, da das erſte 
Differential 
M ＋N = =o Mum. 49) 


\ 


von ſelbſt identiſch wird, nicht mehr = zu beſtimmen 


dienen; in dieſem Falle muß man zu dem zweyten Dif⸗ 
ferentlal Zuflucht nehmen, daß weil N= o, ſich auf. 


d 
0 


redueirt: hier iſt alſo x durch eine Gleichung vom zweyten 


Grade gegeben. Wenn die Coeefficienten b, Q, und R 
auch verſchwinden, fo macht man von dem dritten Diffes 
rentiale Gebrauch, welches in dieſer Hypotheſe, wird 


r am =o 


d . : 5 j 
und En beſtimmt. Wenn die Coefficienten von dieſer 


letzten Gleichung ſich noch vernichten, ſo würde man das 


ate Dieren ſuchen u. ſ. w. 
Da 
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Da die mit 1. L, 4 u. f. w. behafteten Glieder 
. ee . 5 
verſchwinden, ſo ſieht man, daß es hinlaͤnglich iſt, ver⸗ 
ſchiedene mal hinter einander die urſprüngliche Gleichung 
u o zu differentiiren, indem man dx und dy als be⸗ 
ſtaͤndig anſieht, bis daß man zu einem Reſultate gelangt, 
welches die Subſtitution von dem beſondern Werthe von 
x nicht verſchwinden laßt. BR 
Wendet man ee Eee auf die nn 
ax ＋ X — ay 0 
an, fo wird man ſehen, daß die erſten und zweyten Dif⸗ 
ferentislien für die Annahme von x = o'verfchwinden, 
und daß das dritte differential ſich je 
nn — Gady = 


7 
veducirt, woraus 35 — ı=o ie Man hat 
x * 
d 5 
alſo 155 =I eben fo wie in der vorhergehenden Nummer. 


Wenn man 2 einer beliebigen Function von x gleich 
ſetzt, und die daraus entſtehende Gleichung für das Differen, 
tial einer urſpruͤnglichen Gleichung genommen werden 
kann, fo werden wiederholte Differentiationen wie im 
vorhergehenden Benfpiele den wahren Werth von dieſer 
Function, kennen lehren, wenn fie fähig iſt ? zu werden. 
Dieſes iſt die Regel, welche Couſin (Traité de Calcul 
Aifferentiel et de Caleul intögral, 1296 in 4to Tome ıer 
pag. 117) giebt, um in allen Faͤllen die Bedeutung der 
unbeſtimmten erſcheinenden Functionen zu finden; man 
muß aber beobachten, daß unter dieſer Form dargeſtellt, 
fie nicht fo allgemein iſt als es der Autor ausſagt, und 
daß fe ſich denn Faͤllen verfagt, die der in Num. 

Dd 8 435. 


ee RD 
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1 ey n 
136. gegebenen Regel ſich entziehen, es ſey dann, daß 
man vorhero die Wurzelgroͤßen wegſchaft, eine Bedin⸗ 
gung die auszudruͤcken unerlaßlich iſt. 


Wenn man die Function 
2 — 2 2 
| * a)? 
vorgebe, ſo zoͤge man daraus 
dy (a2)? 
— — 
= 


m x = Be 2 
daraus 
(* — a) dy — (x7 — az) dx a. 
Nach drey Differentiationen, haͤtte man, indem man 
* a macht 
dx dy- — 48a dx =o, 
welches 45 * (22)? gebe, ein Reſultat, welches dem von 
Rummero 139 gemaͤß iſt. In einem viel verwickelteren 
Beyſpiele hätte das Wegſchaffen der Radicalien viel Cal⸗ 
euf erheiſchen koͤnnen, und aus dieſer Urſache kann das 
gegenwaͤrtige Verfahren im allgemeinen nicht bequem 
ſeyn. 


143. 

Um die Aufmerkſamkeit des Leſers beſſer uͤber die in 
den vorhergehenden Artikeln ausgeſagten Saͤtze und Re, 
geln zu firiren, fo wollen wir davon die eee 
machen. 

1) Jede Function die ſich unter die Form 3 darſtellt, 
wenn man der veraͤnderlichen Größe von welcher fie abhängt 
einen befondern Werth giebt, hat immer einen beflimms 
ten Werth, er ſey Rull, er ſey endlich, oder unendlich. 

Dem⸗ 
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Demungeachtet, giebt es durch? ausgedruͤckte Groͤ⸗ 
ßen, die wirklich unbeſtimmt ſind. Haͤtte man z. B. die 
Gleichungen 


u r be’ — b. 
axt+by+e=o| fo jöge man = ——, 
5 8 . 
daraus wie Er 2 35 
Aby O ei > 
axtb'y+ | man weiß U 8 


Dieſe Werthe werden 2, wenn man darin 3“ = am, 
b’ = bm, e = em, macht, und in dieſem Falle wuͤrde 
die Frage wirklich unbeſtimmt ſeyn, denn da die zweyte 
Gleichung ſich in max -+ bmy + cm So verwandelt, fo 
fagt fie nicht mehr als die erſte. Wir haben ebenfalls 
in Num. 60 zwey wahrhaft unbeſtimmte Kefultate ange⸗ 
troffen; aber in dem einem und in dem andern Umſtande 
werden die Functionen $ 5, weil mehrere Größen zugleich 
befondere Werthe annehmen. (M. ſ. Num. 147). 

2) In allen Faͤllen wo die Function von welcher man 
den wahren Werth ſucht keine Nadicalgroͤßen enthält, 
oder auch, wenn die unter ſolchen Zeichen geſetzten Groͤ⸗ 
ßen nicht verſchwinden, dergeſtallt, daß keine einzige itz 
rationale Größe verſchwindet, fo kann man fih der Re 
gel von Rum. 136 bedienen. Im entgegengeſetzten Falle, 

muß man die von Num. 139 anwenden. 

Uebrigens glauben wir denen von unſern Leſern, wel⸗ 
che den Differentiafcaleuf zum erſtenmale ſtudiren vorherſa⸗ 
gen zu muͤſſen, daß die in den Rum. 128 und 135 vorge: 
legten gnalytiſchen Wahrheiten, ſich gewiſſermaaßen, 
durch krumme Linien zeichnen laſſen, und daß ſie ſich auf 
gewiſſe Umftände ihrer Form beziehen laſſen. Dieſe Zus 
ſammenſtellung, die ein großes Licht über alles dad was 
bisher geſagt iſt werfen werden, ſollen mit Sorgfalt; in 
dem vierten Capitel entwickelt werden, 

a i 144 
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8 144. 
Von der Entwickelung der Functionen von zwey veraͤnderliche 
Großen. 


Wir werden ſehr wenig uͤber die Art Functionen 
von zwey veraͤnderliche Großen in Reihen zu reduciren 
ſagen, weil es am öfterfien vorkoͤmmt, daß man fie nur 
in Ruͤckſicht einer der von ihr enthaltenen veränderlichen 
Großen entwickelt, indem man für die andern einen be⸗ 
ſtändigen Werth annimmt, und fie alsdann eben fo bes 
handelt werden muͤſſen, als die Functionen von einer eins 
zigen veraͤnderlichen Große. Es wird vielleicht demunge— 
achtet möglich ſeyn, zu zeigen, daß die Formel von 
Num. 32. ſich eben ſo anwenden laͤßt die Functionen von 
zwey voraͤnderlichen Größen zu entwiekeln, wie ſich die 
Formel von Num. 12 bey Functionen von einer einzigen 
veraͤnderlichen Groͤße. N 


Wenn man in der Formel don Num. 32, * o und 
y=o macht, d. h. in u und in jeder ihrer Differential⸗ 
Coefficienten, fo wird fie die Entwickelung von ch, k). 
nach den Potenzen der Größen h und k geordnet geben; 
man koͤnnte aber x anſtatt h. und. y anſtatt k. h 
und es nn ie entſtehen. 


du 4 
I. Tea . 
+ 1.21 rer dxdy * ay:? 1 
＋ u. ſ. w. 2 


indem man beobachtet, daß man x und y ſowohl in u 
als in den Ausdruͤcken, welchen man fuͤr jeden Differential⸗ 
cofficienten erhalten wird zu Rull macht. Dieſes iſt gaͤnz⸗ 

lich 
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lich dem in Num. 100 Geſagten aͤhnlich, und bietet die⸗ 
ſelben Bemerkungen dar, 

Man koͤnnte die Entwickelung von Fx, y) noch durch 
die Differentiation erhalten, eben fo wie man in Rum. 109 
zu der Entwickelung von f(x) N iſt; denn wenn 
man annimmt 


u = A ＋ B. ＋E F 
＋ Dx® + Exy T Ey? , 

1 

N J 


wo die Buchſtaben A, B, C. .. von x und y unabhaͤn⸗ 
gige Großen bezeichnen, und man dieſe Gleichung meh⸗ 
reremal hinter einander in Beziehung auf x und in Bes 
ziehung auf y differentürt, damit man die er 
Coefficienten 

du du du du 

„ u. ſ. w., erhaͤlt 
‚jo wird man haben, wenn man nach den Differentiatio⸗ 
nen x und y gleich Null ſetzt, 


4 du 7 

dx. > I 

du deu 

— — 4 — „E 
8 dxdy 3 
d 


2 2 
— _— „FE * w. 
5 u. ſ. 


was A betrift, fo wird man feinen Werth finden, indem 
man den Werth von der ee u ſucht, wenn x und 
1 Null find. 


145. 

Wenn die zu entwickelnde Function implieite durch 
eine oder mehrere Gleichungen gegeben iſt, ſo defolgt 
man ein dem in Num. 110 analogen Verfahren. Wir 

ö 5 wollen 
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wollen uns z. B. aufgeben eine beliebige Function u, wel: 
che 4 veraͤnderliche Größen enthält, zwiſchen welchen 
man die zwey Gleichungen P = o; Q = o hat, in ei⸗ 
ner Reihe zu redueiren. 
In allen Fragen von dieſer Art, muß man zuerſt 
erkennen, welches die veraͤnderlichen Größen find, die 
man als unabhängig anſehen ſoll; hier, weil zwey Glei⸗ 
chungen da ſind, koͤnnte man immer zwey veraͤnderliche 
Groͤßen als Functionen von zwey andern beſtimmen. 
Geſetzt alſo dieſes ſeyn r und x die man als unabhaͤn⸗ 
gig anſieht; ſo wird man leicht ſehen, daß in dieſer Hy⸗ 
pothefe u eine implicite Function von dieſen letztern iſt, 
weil man daraus y und 2, vermittelſt der gegebenen 
Gleichungen wegſchaffen kann: iſt dieſes geſchehen, ſo hat 
man das erſte Glied von ihrer Entwickelung, wenn man 
darin t und x Null annimmt. a 
Um die durch x und y multiplicirten Glieder zu er⸗ 
halten, muß, man in t und in » die Ausdruͤcke der Dif⸗ 
ferential s Coefficienten 2. 5 du) finden; man hat 
22 6 . 2 f 4 . 
d r dy dt dz dt 
d _ du du 2 du dz 
dx dx dy dz dx 
Nach Num. 81 zieht man a die Gleichungen P = 


und Q So, 


a A 1 1 935 
It dy 2 dz dt 0 
40 = . = 4 

ae 


dt dt 


ap 
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dp dP d dp dz 7 
— ＋ — = 42 — 2 03 | 
dx dy dx dx 5 
da 40 dy 20 de _ * 
F er 


5 0 vier en werden die =. di 


4 
geben = 2 L und © < „und die zwey letztern 9 — And = in 


t, X, y und 23 ſubſtituirt man in — und = 9 


deu) Ar 
dt 


die ge⸗ 
fundenen Werthe; macht nachgehends t = o, * S o, 
und erſetzt y und z durch die beſondern Werthe die fie 
bey dieſem Umſtande erhalten, fo werden die Refultate, 
welche man erhaͤlt, ditjenigen Groͤßen ſeyn, welche die 
erſte Potenz von x und die don y multipliciren muͤſſen. 
Wenn man den Ausdruck von 
d’(u) du) dmtn(u) 
"ar: dt. dx EN e 
ſucht, fo wird man die Coefficienten von t', tx, . . tw xn, 
u. ſ. w. in der Entwickelung der vorgegebenen Funetion 
erhalten; aber die Rechnungen werden zu ſehr zuſam⸗ 
mengeſetzt, um uns dabey aufzuhalten, und bietet uͤbri⸗ 
gens keine Schwierigkeit dar, wenn man die Theorie 
der Differentiation der Functionen von mehreren veraͤn⸗ 
derlichen Groͤßen inne hat. 


u. ſ. w. 


146. 


Laplace der fi) mit Functionen von einer deliebi— 
gen Anzahl von veränderlichen Größen, jenen von uns 
in Num. ızı betrachteten analog, beſchaͤftiget hat, iſt nach 
Lagrange in dieſem allgemeinen Fall zu einer Entwi⸗ 
ckelung von ſehr einfacher Form gelangt. Da ein Werk 


von einer Natur wie dieſes, nicht alle Details vertraͤgt, 


N wel⸗ 
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welche Laplace in feinem intereſſanten Memoire einge 
ruͤckt hat, ſo werden wir uns mit dem begnuͤgen was 
die Functionen von zwry veraͤnderlichen Groͤßen beteift, 
und indem wir die ſinnreichen Kunſtgriffe, welche La⸗ 
place in dieſer Unterſuchung angewendet hat vorlegen, 
ſo werden wir den uns vorgeſetzten Zweck erfuͤllen den⸗ 
jenigen nemlich; die merkwuͤrdigſten analytiſchen Verfah⸗ 
rungsarten kennen zu lernen. 
Es ſey u eine beliebige Function von zwey veraͤnder⸗ 
Ae Größen y und 2, durch die beyden Gleichungen 
= Fa + to, 20 a 

2 = Fı(b + x91(y 2)) x 
beſtimmt, wo F, NI, 9 und dı auch beliebige Functionen 
bezeichnen; wenn man dieſe letztern particulevifirt hätte, und 
daß die Form der obigen Gleichungen die Eliminirung 

erlaubte, fo würde man dazu gelangen die Werthe von 
y und von 2, in a und t, b und x jeden beſondern ken— 
nen zu lernen. Man muß alſo die zwey erſten Groͤßen, 
als Functionen der 4 letzten Größen anſehen, und indem 
man fie unter dieſem Geſichtspuncte differentiirt, wird 
man folgende Differential⸗Coeffickenten bilden. 


2 = mat. Cie) 


da 

17 — Farm .(e+:2 > 

dy do 

* ‘ da 

N . ir th). t 5 

er —=F’%a + te). e 

j ‚dx, 

um abzukuͤrzen hat man nur 9 1 75 ey, 2) geſchrieben 

und man wird eben einen ſolchen Gebrauch in Berreff 

von (y. 2) machen; man hat überdem bey den Diffe⸗ 
ren⸗ 
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rentialien der Functionen u, und Hr die Parentheſen 
weggelaſſen, denn da fie die vecaͤnderlichen Groͤßen t und 
x nur implicite enthalten, fr ift keine Verwirrung zu 12 
ten (Num. 70). a 

Wenn mant und- x Null annimmt, fo 1 
daraus 


az eek 
FE | unter den. a. _ 
at J feiben um dt „ 
30 ſtänden wird jdz _ ud) 
db man finden [dd 
dy d: 
— S 0·ã. ; — F (b). 
dx J Ldx N 


u wird bloß von a und von b Function, weil alsdann 
| y= zu) und z ib); 5 
die in der vorhergehenden Nummer gegebene Ausdruͤcke 


d 
von 9 und =, ‚ veduciren ſich alfo auf 
deu) 0 N du I 
Be 5 
5 ee | 
du) du 42 _a 
— Zn. 72 2 F. 
dx dz == age 
[du + du 
3 F/ — = — 
— aan — 4 ſo hat An d ? 
und weil 3 
/ = . 15 = 


db) Te 
wenn „ S o und t o. . 

Nehmen wir fuͤr einen Augenblick an, daß man aus 
der Gleichung 2 = Fı(b + xe) den Werth von z ger 
zogen hat, und daß man ihn in der, Function u ſubſti⸗ 
tuirt hat; ſo wird alsdann dieſe Function nur noch von 

1, Theil. f E den 
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den veränderlichen Großen y und x abhangen; und in 
den Differentiationen in Beziehung auf t, gnuͤget es 
auf die erſte Ruͤckſicht zu nezmen, weil die zweyte eine 
von den unabhängigen veraͤndernchen Groͤßen if. Wenn 
man aber aus der Gleichung y = ku +19) zu gleicher 
Zeit 2 wegbringt, ſo koͤnnte die Funcran e, wenn man 
in Ruͤckſicht von t differentiirt angeſehen weiden als wenn 
fie nur y chthielte; man wird alſo Rum. 4a zufolge 
haben, Sir, 


und folglich 


Sr 2 —f 3 — 
i da da 
du \ =XKX—— dm 

dmtru 5 5 dam- x b . dx“ £ 


z—— 


deindxa zn dxn dam- 4 
du 
Es iſt klar, daß die Entwickelung von du. Hm = ſich aus 
rd een 
der von d. 0 fa ableiten wird, indem man darin am 
für p, d. om für de, d'. om für deo; u. ſ. w. ſetzt: man 
du d 
koͤnnte alſo anftatt gm Er bloß ſchreiben e =; da aber 
g e 0 . 
dieſe letztere Groͤße gleich 45 „wenn t Null iſt, fo entſte⸗ 


het daraus. 


du ru 
5 A ( 
Amn u. A d 1 dt 
dem dat dam 8 


Da alles unter den veraͤnderlichen Größen y und 2, 


nud x, a und b ähnlich iſt, fo wird man auch haben 
dm; 


N * 
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2 5 dn- 1 5 er ai 
deu 4 = 
— — —ͤ—ͤ— 
a dxn — * da- T 5 


eine N: welche mon in 


5 d aber i 
berwandelr koͤnnte, indem man pr, anſtatt eim ſchreibt, 
du 4 aun { 
und osftatt PI ß En Werth I in dem Fall, tvo 
= o ſubſtituirt; man muß aber die Aufmerkſamkeit 


haben im Refültate 91 durch elm zu erfegem - 
I 


2 3 ü day , 
Wir wollen den e von ei in den ER ge⸗ 


5 an Wen 
fundenen von Jemen Jebel, es wird kommen 
5 ‚du u 
mu- 2 
Auna = N 


fende ee nee: 
indem man ſich immer erinnert, daß man m fit 6, 51. 
fuͤr er, ſubſtituiren, und nach den Differentiationen 
t = o, und x = o machen muß. 8 
Die vorhergehenden Operationen haben uns den 
Vortheil verſchaft den Coefficienten m ne nur von den 
2 


2 4 
der zweyten Ordnung m abhängen zu laſſen, und die 


Differentiationen in Beziehung auf a und auf b, werden 
keine Schwierigkeit verurſachen, weil ſie ſich unter einer 
ſehr einfachen Form darſtellen, wenn t und & Null find, 
a m man es zu Anfange dieſer Artikeln hat bemerken muͤſ⸗ 
Ce 2 ſen. 


* 
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fen. Es bleibt alſo nur noch der Ausdruck von . — zu 
N dt du 
beſtimmen übrig, welches leicht ſeyn wird. 
Wenn man die Gleichung = = = ein SU 


auf x differentiirt, fo wird kommen 


d’u d’u du do, 
a a, Ind de 
man hat aber 
40 S a0 „, 
dd 
alſo 
du R 
JC... 
| n 


Da aber o, ſowohl als u eine beliebige Function von 


5 d d 
y und von: ausdruͤck, fo beſtehet zwiſchen — und = dies 


BE „„ AU, Te . 
ſelbe Relation als zwiſchen 45 und 35 man wird daher 


noch ferner haben 


. 6 e 
f dx ? db’ 
woraus 0 
5 der du "de; 2; 
es b e Er 


und da man Pin pm, EL in 51s verändern 5 ſo wird 
kommen 


deu di du 
A Fran er vas db 


+ ago 4 
wohl 
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wohl verſtanden, daß o und 91 ſowohl als u, auf Func⸗ 
tionen von a und von b redueirt find, indem man ans 
ftatt y und 2 ihre Werthe fegt, wenn t und x Null 


ſind. Hat man auf dieſe Art — gebildet, welches wir 


durch Ulmen) vorſtellen wollen, fo wird man für das all: 
gemeine Glied der Entwickelung von der vorgegebenen 
Function 

dm na Denn) tm xn 

dam- F d- T2 m. I 2 en 
man wird ein jeden der Glieder indioiduel erhalten, in 
dem für m und für n alle ganze Zahlen von o, 1, 2, 5. 
u. ſ. w. nimmt. 

Es iſt uͤbrigens leicht zu ſehen, daß die eben ge⸗ 

fundene Entwickelung, ſich auf denen in Rum. 113, 114 
und 118 analogen Fragen anwenden laßt, 


147. 

Die Entwickelungen der Functionen von mehreren 
peraͤnderlichen Groͤßen, welche man durch das Vorherge— 
hende erhält, hängen von den beſondern Werthen ihrer 
Differential⸗Coefficienten ab, die in gewiſſen Fallen, wie 
die der Functionen von einer einzigen veraͤnderlichen 
Groͤße, Null oder unendlich werden, oder endlich unbe⸗ 
ſtimmt erſcheinen koͤnnen. Die Unterſuchung von dieſen 
verſchiedenen Umſtaͤnden wird den in Rum. 135 u. f. ges 
fundene analoge Details darbieten:; wir werden uns das 
bey nicht aufhalten, weil ſie uns zu weit fuͤhren wuͤrden, 
und es uͤbrigens leicht iſt, daß, was in Anſehung der 
Functionen von einer einzigen veraͤnderlichen Größe ge⸗ 
ſagt iſt, auf Func ionen von mehreren veraͤnderlichen 


Groͤhen uefüp ehen; da aber die Fälle, wo die lezten 


Ee 3 2 wer⸗ 
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85 werden, wichtige Verſchiedenheiten darſtellen ’ fo dürfen 
wir fie nicht mit St: liſchweigen uͤbergehen. 

Eine Function von zwey veränderliche Größen, z. B. 
kann auf unterſchiedene Art 3 werden: 1) wenn eine der 
veränderlichen Größen unbeſtimmt bleibt, indem die anz 
dere einen beſondern Werth annimmt; 2) wenn jede von 
ihnen eine ihr eigene Veſtimmung erhaͤlt. 


LE: 


xa macht, fo wird man ? haben, was auch y ſeyn mag: 
wenn man aber die gemeinſchaftlichen Factoren gegen 


einander auslöfht, fo redueirt ſich die Function = auf 


55 5 5 
— 9 ‚de 2 — wird. Dieſer Fall iſt 
1 y | 


ſehr einfach; ſo oft als er ftatt hat, führen die Anmwenz 
dung der Regeln von Num. 136, 139 in Ruͤckſicht auf x 
zu einem beſtimmten Reſultat, und welches nur noch 
von dem Werthe von y abhängt. 


7 


Es wird nicht daſſelbe ſenn, wenn man = re 


hätte. Dieſe Functien, welche $ wird, wenn man * = a 
und y b macht, iſt wirklich unbeſtimmt; um ſich das 
von zu uͤberzeugen, macht man y — b mx — a), 
welches erlaubt iſt, weil y und x unbeſtimmt find; aus 


dieſer Annahme wird 2 — hervorgehen, eine Groͤße 


welche alle mögliche Werthe, den Werthen gemaͤß, welche 


man m geben kann, faͤhig iſt: man hätte dieſes Reſul⸗ 
tat vorausſehen koͤnnen, weil die Function z nur einzig 
von dem Verhaͤltniß der Größen (x — a) und ( — b) 
abhaͤngt Wenn man fi) begnuͤgte «= a und y = b 

5 zu 


1 
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zu machen, ſo wuͤrde ſie im erſten Salle Null, und im 
zweyten unendlich. / . 
Es koͤmmt auch öfters, daß ale die Werthe, welche 

die vorgegebene Function in einem beſondern Falle haben 

kann, obgleich der Zahl nach unendlich, dennoch zwiſchen 

zwey gewiſſe Grenzen enthalten find; dieſes find dieje⸗ 

nigen welche die Function 

(Xx — a) y - b) 

f (x - ai y—b)* 

erhält, wenn * = a und y = b if. Wenn man 

1 b mex — a) macht, fo wird man haben ö 
cm vd 


1 27 
N 

m * 
es iſt leicht zu bemerken, daß die Annahme von m = 1 
den groͤßten Werth geben wird den 2 haben kann, und 
daß folglich dieſe Function immer zwiſchen den Grenzen 


0 0 7 
— und — * welche man erhält, wenn man + 1 und 
2 „ 


— an die Stelle von m ſetzt, enthalten ſeyn wird. 
Dieſe fuͤr ſich ſelbſt ſehr leicht zu faſſende Reſultate, 
werden in der Folge noch durch geometriſche Anwendun⸗ 
gen vergewiſſert werden. 5 
Wir wollen das allgemeinere Beyſpiel 
(Xx a)m + een 2 
22 ——— 
n + ey — D 
nehmen: wenn * = a und y = b, ſo wird 2 = 3 und 
indem man a + h und b + E anſtatt & und y ſchreihz, 
ſo entſtehet daraus 
a + ‚ck 
ein Ausdruck aus welchen man in Betreff von 2 nichts 
Ce 4 el ſchlie⸗ 
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ſchließen kann, fo lange die Groͤßen h und k von 
einander unabhängig bleiben. Macht man Kk = All, 
wo « eine poſitive Zahl iſt, damit daß k und h zu glei⸗ 
cher Zeit verſchwinden koͤnnen, ſo wird man 
hm + can hen“ 
H/ Cc An han 
finden, und nach den verſchiedenen Hypotheſen, welche 
man über « machen wird, wird man für 2, in dem Fall 
von h = o Werthe erhalten, die Null, oder endlich, 
oder unendlich ſind. 
Wir wollen zuletzt noch die Function 
(x — y)an — (a—y)an + (a- x)ya 
= A = 
betrachten; welche die Annahme von X = Y 4, ? 
macht; ſubſtituirt man a + h und a ＋ K fate x und 
y reſpective, fo. werden wir haben 
ch — Dan (a + har — ha+ EM 
(h — k)hk 
indem man die angezeigten Potenzen entwickelt, die Re⸗ 
duetionen macht und die Diviſion durch ch — k)hk vers 
richtet, 
nn —1) —— de 87: + 
Ba ee z rnb. 
Da dieſer Ausdruck nur noch von h und k losgemachte 
Glieder hat, oder die faͤhig ſind mit ihnen zu gleicher 
Zeit Null zu werden, fo wird er von der vorgegebenen Func⸗ 
tion einen beſtimmten Werth geben, und indem man h 
und k gleich Null macht, erhält man 
Fa n(n— TI) 
— 1.2 
Ich bemerke, daß man auch zu dieſem Werthe gelangt, 
indem man zuerſt die vorgegebene Function ſo behandelt 
als 


2 = 


2 | 


an- 2, 
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als wenn fie nur die einzige veränderliche Groͤße x ent 
hielte, und durch die Regel ron Num. 136 ſuchte was ſie 
wird, wenn man » = y annimmt; nachgehends zwey— 
mal hinter einander den Zoͤhler und Nenner des Reſul— 
tats differentiirt, um fein wahren Werth fuͤr ya zu 
finden. Dieſe verfchiedene Beyſpiele reichen hin um den 
Leſer zu den Schwierigkeiten vorzubereiten, welche er in 
der Folge antreffen konnte, und um ihm auf den Weg 
ihrer Aufloͤſung zu ſetzen. 


148. 


Unterſuchung der Maxima und Minima der Funetionen von 
keiner oder mehreren peraͤnderlichen Größen. 


Ehe diefes Kapitel geendigt wird, bleibt uns noch 
eine wichtige Frage abzuhandeln uͤbrig; diejenige die zum 
Gegenſtande die Unterſuchung der groͤßten und kleinſten 
Werthe deren eine gegebene Function faͤhig iſt, hat. 


5 Wir wollen zuerſt eine Function von einer einzigen 
Größe betrachten, und annehmen, daß dieſe veraͤnderli⸗ 
che Größe ſucceſſive durch alle Grade von Größe ſteigt; 
es könnte kommen, daß die Reihe der Werthe, welche 
die vorgegebene Function erhalt, und zuerſt wachſend iſt, 
nachgehends abnehmend wird; und alsdann wird einer 
dieſer Werthe alle andern uͤbertreffen. Wenn im Gegen⸗ 
theile die Reihe der Werthe der vorgegebenen Function 
zuerſt abnehmend iſt, und nachgehends ſteigend wird, 
ſo wird man nothwendig einen Werth antreffen, welcher 
kleiner als alle andern ſeyn wird: das Glied, wo der 
Wachsthum einer Function inne haͤlt, nennt man Mar 

Ce 3 p i⸗ 
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rimum, und dasjenige Glied, wo der Wachsthum aufs 
hört abzunehmen, Minimum, 
Wir wollen die Function y = b — (x — a)? als 
Beyſpiel nehmen: indem man * = o macht, hat man 
„ = b a', und da die Groͤße (X — a) abnimmt, 
wenn x zunimmt, fo nimmt y auch zu, bis daß man 
x D a hat, woraus für das Maximum y b hervors 
geht; aber dieſes Ziel uͤberſchritten, obgleich x von neuem 
Zuwachſe nimmt, ſo nimmt y doch ab, und wird Null, 
wenn („ — a' = b. Der Gang der vorgegebenen 
Function iſt leicht zu folgen, und kan uͤberdem verge⸗ 
wiſſern, daß der größte Werth von y, * S a entſpricht, 
. indem man ſucceſſive a + 2 und a — N anftatt x ſubſti⸗ 
tuirt; man wird in einem und dem andern Falle ein Re⸗ 
ſultat y b — * finden, welches immer kleiner als 
b iſt. 


Es ſey noch y = b („ — a). In diesem Bey⸗ 
ſpiele, wenn x Null iſt, hat man y b K a'; nach 
Maaßgabe als nun * zunimmt, nimmt die ‚Größe 
(* — a)? fo wie auch y ab, bis daß x = a: Über die⸗ 
ſes Ziel hinaus, nimmt ( — a)” zu, und eben ſo iſt es 
mit y deſſen Minimum folglich der Annahme x = a 
entſpricht. 


Jede Function welche ohne Aufhoͤren wächft oder ab: 
nimmt, wenn die veraͤnderliche Groͤße von welcher ſie 
abhängt wächft, iſt weder ein Mapim um noch ein Mir 
nimum fähig, weil auf einem beliebigen Werthe immer 
ein groͤßerer oder kleinerer darauf folgt. 


Der weſentliche Caracter des Maximum ber 
ſtehet darin, daß die ihm unmittelbar vor⸗ 
: her 
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hergehende oder folgende Werthe kleiner als 
er ſind; das Minimum im Gegentheile, wird 
von den ihm unmittelbar vorhergehenden oder 
folgenden Werthen übertroffen. 

Ich habe unmittelbar geſagt, weil es oft geſchie⸗ 
het, daß eine Funetion Werthe hat die ihr Maximum 
uͤbertreffen oder die geringer als ihe Minimum ſind 
oder endlich, daß ſie mehrere unter ſich ungleiche Ma⸗ 
kima und Minimg hat; alles dieſes iſt leicht zu bes 
greifen; denn nachdem ſie gewachſen und abgenommenhat, 
und ez. B. dieſe Function von neuem und unbegrenzt, fo wird 
ſie damit endigen das zuerſt gehaßte Maximum zu 
uͤberſchreiten. 7 2 

Anſtatt anzunehmen, daß ſie unbegrenzt waͤchſt, kön⸗ 
nen wir uns gedenken, daß ſie nach einem gewiſſen Ziele 
abnimmt, und daraus wird ein neues Maximum ent⸗ 
ſtehen, welches von dem erſtern unterſchieden ſeyn koͤnn⸗ 
te: man wird ohne Mühe ſehen was geſchehen müßte, 
wenn dieſe Aenderungen in ihren reſpectiven Groͤßen ſich 
wiederholen und variiren. Wir wollen jetzt zu der Me⸗ 
thode uͤbergehen von welcher man Gebrauch macht, um 
die Maxima und Minima der Functionen von einer 
einzigen veränderlichen Große zu entdecken. 


149. ; 

Es ſey alſo y eine beliebige Function x, und es ſey 
angenommen, daß x den Werth erreicht hat, welcher das 
Maximum und das Minimum von dieſer Function 
giebt; ſo folgt aus dem Vorhergehenden, daß, wenn 
man die Werthe von y eſucht, welche - h und x . h 
correſpondfren, fo muß man in einem und in dem andern 
vr Reſultate erhalten die geringer als das Marie 
mum 
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mum oder groͤßer als das Minimum ſind. Indem 

man durch ‚y den Werth von y welcher x — h entſpricht, 

und durch y, denjenigen Werth welcher x + h entfpticht, 
ſo wird man nach dem Tayloriſchen Lehrſatze haben, 
SE dp» B r ie Ey ch? = 

* d dd ag 
> diy bh dy h’ + 

T 


Da man nun im 3 h klein genug nehmen kann, 
damit das Glied . = die Summe von allen ihn folgen⸗ 


den uͤbertrift, 105 1 5 man, daß y größer als der 
erſte Werth y ſeyn wird, und geringer als der zweyte 
y,; die vorgegebene Bagel wird folglich weder ein 255 


rimum noch ein rum feyn, ſo lange N 2 


d 
nicht Null iſt. Aber wenn man = =o hätte, und da 


alsdann 


d 1.2 d 1 2.3 
wuͤrde, fo hätte man zu gleicher Zeit y< und y<y, 
d’y 
da 2 
auch y > y und y > „, wenn er eine negative Groͤße 
wäre: der erſte Fall wuͤrde y Minimum, und der 
zweyte ) Mapim um geben. Wir ſchließen daraus, 
daß um zu finden, wenn eher eine Function y ihr 
Maximum oder ihr Minimum errreichen muß, (den 
das eine und das andere ſind durch einerley 
Glei⸗ 


wenn der Quotient eine poſitive Größe wäre; oder 
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Gleichung gegeben), ſo muß man den Ausdruck 
a d 5 

des erſten Differential⸗Coefficienten = ſu⸗ 


chen und ihm gleich Null ſetzen. 


In dem oben beygebrachten Beyfpieley=b— (K-), 
N 995 g 
hat man a 


> — 2(x — a), und gleich Null geſetzt, 


fo findet man x = a. Um nun zu wiſſen ob dieſer 
Werth ein Maxim um oder ein Minimum entſpricht, 


„ N 5 d2 5 i ’ 
fo ſucht man was 75 wird, und da er ſich auf — 2 


einer negativen Groͤße reducirt, ſo folgt daraus, daß die 
Annahme von X = a ein Mapimum giebt. Behandelt 
man die Function y= b + (x — a)s eben fo, fo hätte 
dy 
dx? ; 
worden ſeyn, und folglich findet in dieſem Falle ein 
Minimum ſtatt. 


man auch gefunden x = a, aber würde poſitiv ge⸗ 


150. 


Daraus daß man im Falle des Maximums oder 
d 
des Minim ums = = haben muß, muß man nicht 


ſchließen, daß das eine oder das andere jedesmal noth⸗ 
wendig ſtatt hat, wenn dieſe Bedingung erfuͤllt iſt. In 


5 * d ' 
der That, wenn der Werth von x, der J Null macht, 


zu glicher Zeit! = verſchwinden läßt, ohne daß 42 
x 
verſchwindet, und da man in dieſem Umſtande 


Di 


— 
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5% h’ d h+- 9 2 
„ e 
| d’y h’ dy h* 
n — 5 8 L 


h’ 
finden wuͤrde, und das Glied II 455 ren vermittelſt 
3 


einem ſchicklichen Werthe von h, die Summe von alle 
ihm folgende Glieder übertreffen kann, fo wuͤrde zwi⸗ 
ſchen den drey Größen 7, y, y, die dem Map im um 
oder dem Minimum zukommende Subordination nicht 
mehr ſeyn: die mittlere würde größer als einer der aͤu⸗ 
ßern und geringer als die andern ſeyn. 


5 N er f ö 
Haͤtte man aber auch = 5, fo wird kommen 


2 diy n h* 
ar „ 29 
E 


— 4 


* 


nar+Q 372 5 
die Bedingungen des Mar im ums oder des Mini⸗ 


d 
mum s mäten noch erfüllt, und an den Zeichen von = 
würde man erkennen, welches von beyden ſtatt finden 


muß. 


Ohne daß es noͤthig ſeyn wird dieſe Betrachtungen 
weiter zu treiben, wird man ſehen, daß überhaupt nur 
alsdann ein Mapimum oder ein Minimum ſtatt fin⸗ 
den kann, wenn der erſte der Differential-Coefficienten 
die nicht verſchwinden von einer geraden Ordnung At, 
und daß dieſer Coefficient für das Maximum negativ, 
und für das Minimum pofitiv ſey muß. 


151, 
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Rath dieſen Bemerkungen wollen wir unterſuchen, 
welches die Maxima und die Minima von der Func⸗ 
tion y = b+ (x — an ſeyn koͤnnen. Indem man fie 


55 a d 
differentiiet, ſo zieht man daraus = n(z—a)n-I=o, 


woraus x = a folgt; wenn alſo jetzt n eine ganze Zahl 

wäre, fo würden durch dieſen Werth von x, alle Diffe⸗ 
" rential⸗Coefficienten bis erclufive zu dem von der Drd- 
nungen verſchwinden, und man ſieht hieraus, daß in 
dem Falle wo n ungerade iſt, fie ein Max imum has 
ben wird, weil der Evefficient =, der erſte von 
denen die nicht verſchwinden, poſitiv ſeyn wird: er wuͤr⸗ 
de negativ geweſen ſeyn, wenn man y = b (x — a)r 
gehabt hätte, und der Werth bon x = a hätte ein Mi⸗ 
nimum gegeben. 


Wäre n eine gebrochene Zahl, % würden alsdann 
Differential : Coefficienten ſeyn die unendlich wurden 
(Num. 128), und da die Entwickelungen von y, die xh 
und x + h correspondiren, aufhören, die allgemeine 
Form zu haben auf welcher man die Regel von Num. 149 
gegruͤndet hat, ſo muͤßte man a priori ſuchen, was die 
vorgegebene Function würde, wenn man darin ſucceſſive 
4 — h und a + h anſtatt x ſubſtituitte. Gelangte man 
zu zwey geringern oder groͤßern Reſultaten als der, wel⸗ 
cher die Annahme von x == a giebt, fo wäre hier im 
erſten Falle ein Marimum, und im zweyten ein Mir 
nimum; wenn aber die gefundenen Reſulkate eins groͤ⸗ 
ßer das andere kleiner wäre, als der x = a entſprechen⸗ 
de Werth, fo wuͤrde hier weder ein Maßim um noch 

Minis 
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Minimum fon Es ſey n = wo rp und 9 Prim⸗ 
8 unter ſich ſind, ſo wird man haben, wenn 
1 p 
| v=b+ | 
9 
* eh | „ = b h. 5 
iſt p gerade und g de ſo wird ein Minimum 
ſeyn; denn alsdann iſt (—h)P = hb und es wird 
A | 4 25 
„ b T ha; y, = b I ha, 
welche Groͤßen beyde groͤßer als b ſind, die aus der An⸗ 
nahme von & Sa entſtehet: im entgegengeſetztem Falle, 
wo p ungerade und q gerade ſeyn wird, weiche y Une 
moglich ſeyn, und man hätte 
p 


— 


y„=bE 

und der Werth = a wird weder ein Marimum noch 
ein Minimum geben, er wird aber einer Grenze ente 
ſprechen, die uͤberſchritten die Function unmoͤglich macht. 
Wären p und q ungerade, fo wuͤrde die vorgegebene Fune— 
tion, obgleich immer reel, noch kein Maximum noch 
Minimum haben. Da wir auf dieſen Gegenſtand bey 
Gelegenheit der Theorie der Curven wieder zuruͤckkommen 
werden, ſo werden wir gegenwaͤrtig nur noch au Ans 
wendungen geben. 


152. 


Es ſey zuerſt verlangt eine Größe a in zwey 
Theile dergeſtalt zu theilen, daß das Product 
von der Potenz m des erſten Theils in der Po⸗ 

tenz 
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tenzen des zweyten Theils, größer ſey als alle 
ähnliche Producte, welche man machen konnte. 

Es ſey x einer von den Theilen don a; ſo wird er 
andere a — * ſeyn, und wenn das P oduct von wel⸗ 
chem man das Marimum fucht du ch y vorgeſtellt wird, 
fo wird man haben „= = &": woraus man zie⸗ 
hen wird N 


dy = mxm- (a — e nxn(a — n- x 
dx 


— (ma — mx — AE (A = An 
und indem man jeden der Factoren von dieſem Reſultate, 
n 
gleich Null ſetzt, ſo wird man x = 5 en; 
x S a finden. Der erfte von dieſen Werthen entſpricht 
einem Maximum, denn, wenn man ihm in den allges 
meinen Ausdruck von 5 
d’y 
dx? 
ſubſtituirt, fo giebt er die negative Größe 
mm- I nu- 1 amtn-2 

(m + nme : 
die beyden andern Werthe werden Minima entfprechen, 
wenn m unden gerade ſind, wie man ſich davon durch 
die Pruͤfung der Differential⸗Coefficlenten verſichern kann, 
oder noch einfacher, indem man 5 
. * . h und x = 4 K h 
macht. Man wird jederzeit in einem und in dem andern 
Falle ein poſitives Reſultat finden, was auch immer das 
Zeichen ſeyn mag, welches man h giebt, welches darthut, 
daß die vorgegebene Function, nachdem fie bis au: Null 
abgenommen hat, nicht zum negativen übergeht, ſondern, 
daß fie zu wachſen anfängt. 

I. Theil. i Sf 153. 
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Wir wollen uns noch aufgeben das Maximum und 
das Minimum von der durch die e 
— 3a R/ 7 = 
gegebenen RN y: zu en 


Da in diefem Beyſpiele y drey Werthe in xhat, fo 
muß ſolches angeſehen werden, als, wenn es drey ſich uns 
terſcheidende Functionen darſtellte, dennoch aber unter ſich 
durch ben, denn Wurzeln der Gleichungen vom dritten 
Grade gemeinſchaftlichen Caractee verbunden; jede von 
dieſen Functionen hat ihren beſondern Gang, und kann 
Maxima und Minima faͤhig ſeyn die ihr eigen find: 
dieſes ift was uns der Calcul wird kennen lehren. ) 

Man hat 5 

| dy re 
x“ 7 — ax 


macht man ö 
f dy 
2 0 
dx $ 
fo wird man eine neue Gleichung 
ay — K 2 


erhalten, welche man mit der vorgegebenen verbinden muͤß⸗ 
te um x und y zu beſtimmen, und es wird e ent⸗ 
ſtehen 
* — ga * 2 05 

woraus 


) Euler bat mit Recht den Rahmen vielfoͤrmige Fund 
tionen, denen Functionen gegeben, die für jeden der 
Werthe der veraͤnderlichen, von welchen 5 abhängen, meh⸗ 
rere Werthe faͤhis a 


4 
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' Fa x S O * — 34 o. N 
Wenn man x = o macht, fo kommt y= o und 
a ©, 
um alſo zu wiſſen, was die diey Werthe von der Glei⸗ 
chung x’ So bedeuten, fest man x einer ſehr kleinen 
Größe h gleich, und ſucht in der Gleichung 
ö bh — zaby 4 o 
das erſte Glied von der ſteigenden Reihe, welche y aus⸗ 
drückt, fo wird man die drey Größen 
= + Vzah und — aan 
finden, welche den drey Werthen die y haben muß, ent⸗ 
ſprechen. Man ſieht jetzt, man mag 
N * S A h oder x = - b 
machen, ſo bleibt der erſte Werth poſitiv, und daß ſie 
folglich alle Kennzeichen von einem Minimum hat, wenn 
h oz es iſt nicht eben fo mit den beyden andern die un⸗ 
moͤglich werden, wenn man h negativ nimmt. Die 
Gleichung f 0 wi 
* — 24 3 0 
giebt 
3 
* = 42 
und wenn man dieſen Werth in dem allgemeinen Aus⸗ 


F 8 
druck von 15 ſubſtituirt, indem man beobachtet, daß ſie 
dx 5 . d’y 2 
Mu — — — — 
25 Rull macht, ſo wird man 425 ET machen, wel⸗ 


ches uns lehrt, daß die Function y ein dem we 472 ? 
correſpondirenden Maximum hat. . 
: 6f 2 Sucht 
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1 

Sucht man das Maximum von der Function = fo 
wird man finden, daß es ſtatt hat, wenn x gleich der, 
Zahl iſt, die zum neperſchen Logarithmus die Einheit hat, 
welches eine merkwuͤrdige Eigenſchaft dieſer Zahl dar⸗ 
bietet. b ö 
Dieſe Beyſpiele ſind hinlänglich um zu zeigen wie 
man fi in allen andern Fällen verhalten ſoll; dieſerwe— 
gen gehen wir, uns mit den Functionen von mehreren 
veraͤnderlichen Groͤßen zu beſchäftigen. 5 


154. 

Wenn die Function, welche man in Betrachtung zieht 
von zwey veraͤnderlichen Größen abhängt, ſo kann man 
die eine als eine beſtaͤndige Groͤße betrachten und der 
andern eine unendliche Menge Werthe geben, zu einem 
jeden derſelben werden eine oder mehrere Werthe der vor— 
ge ebenen Function correſpondiren. Unter d eſen letztern, 
koͤnnten ſich welche finden die Maxima oder Minima 
waͤren, und nichts iſt leichter als ſie zu beſtimmen. Weil 
man nur auf eine einzige veraͤnderlich Ruͤckſicht zu neh— 
men braucht, fo gnuͤgt es den Differential-Coefficienten 
in Beziehung auf dieſer veränderlichen Groͤße gleich Rull 
zu ſetzen; alſo da u eine Function von x und von y. ift, 


? « » 2 du 
wenn man y beftändig annimmt, und man * 


macht, fo wird man die Werthe von x erhalten, welche 
die größten oder kleinſten Werthe von u, unter allen dies 
jenigen die einerley Werth von y entfprechen, geben. In⸗ 
dem man vermittelft der Gleichung 
g 3 = 0, 

* aus 
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x aus der Function u wegſchaft, fo wird man ein Re⸗ 
fultat erhalten, welches ich durch (u) vorſtellen werde, 
und daß, da es noch die veraͤnderliche Größe y enthält, 
ein Mapimum oder ein Minimum fähig ſeyn koͤnn⸗ 
te, welches die Gleichung 


du) 
— = 0 
dy 
wird kennen lehren. Man kann zu einer mit 5 . 


bedeutenden Gleichung gelangen, ohne daß es as ſey 
x zu eliminiren; dazu muß man beobachten, daß die 
Gleichung f a f 
a N du 
Br 
welche durch die Bedingung des Marimums und des 
Minimums in Veziehung auf * an die Hand gegeben 
iſt, eine Relation zwiſchen den veraͤnderlichen Groͤßen * 
und y, gründet, dergeſtalt, daß man die erſte als eine 
Function der zweyten anſehen ſoll. Indem man u in die⸗ 
a * Hypotheſe differentürt, ſo wird man haben 
Eu) e ee 
dx dx dy 


? A 5 1 u du 2 N 
ein Reſultat weiches ſich auf 4 80 reducirt, weil man 
4 


„ du ; 5 i ; 
bereits 1 hat: die größten oder die kleinſten Wer⸗ 


the von u, d. h. ihre abſoluten Maxima oder ihre abſo⸗ 
luten Minima, werden alſo diejenigen durch die Glei⸗ 
chungen 
d a 5 a 
gegebene Werthe von „ und von 5 entſprechen. Dehnt 
5 Ff 3 ae man 


N 
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man dieſe Betrachtungen auf Functionen von fo viel ver; 
än derlichen Größen als man will aus, fo wird man fin: 
den, daß um die abſoluten Maxima und die ab⸗ 
foluten Minima von dieſen Functionen zu fine 
den, man einzeln den Differential ⸗Coef⸗ 
ficienten von jeden der Werthe von welchen 
fie abhängen gleich Null fegen muß. 


155. 

Die Unterſcheidung der Mapima mit den Minima, 
enthält mehr Schwierigkeit in Betracht der Functionen 
von mehreren veraͤnderlichen Groͤßen, als in Betracht 
der Functionen von einer einzigen veränderfichen Groͤße 
obgleich bende Fälle auf einerley Prineipien beruhen. 

Es ſey u eine Function, welche eine beliebige Anzahl 
von veraͤnderlichen Größen x, y, 2, . . . enthält; nennt 
man a, b, c. . . . die Werthe welche ihren Maximum 
oder ihren Minimum entſprechen. und ſtelle durch A, 
B, C, D.. . F, G, H, I, K, L. . . . vor, was 


„„ dur eee du du du d’u 
d’u d’u 
dy d ds? Der‘ 


werden. Wenn man darin a anftatt x, b anſtatt y, 

e anſtatt z fest, u. f w. fo wird das Reſultat der Sub⸗ 

ſtitution von a ＋ h, b K ein u ſeyn (Rum, 38) 
in c 


+ an) Eh’ +2GChk+ EK +2Ibl H2Rkl LE. . . f 
I een 
+ufm 5 


ein Ausdruck von welcher der Werth im Fall das Mini 


mu m kleiner als A ſeyn muß, und groͤßer im Fall das 
Maris 


J. 
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Maximum, welches auch die Zeichen von den Buchftas 
ben h, k, I . . ſeyn mögen, wenn fie nur nichts anders 
als kleine Aenderungen ausdruͤcken. Da aber die Glie— 
der der erſten Ordnung, Bh, Ck, DI, . .. welche man bes 
traͤchtlicher als alle andern machen kann, indem man h, 
k, I. . . . von einer ſchicklichen Kleinheit nimmt, ihr Zei⸗ 
chen zu gleicher Zeit mit dieſen Groͤßen veraͤndern, ein 
dem in Num. 140 ähnlichem Raiſonnement zeigt, daß ſie 
‚Null. im Falle das May im um oder das Minimum 
ſeyn muͤſſen; man wird alſo haben 
e „ ee ar uf 
dx 5 5 d 5 dz e 
wie es aus der in der vorhergehenden Rum. ausgefags 
ten Regei hervorgehet. Nachdem dieſe Bedingungen durch 
die der Sache gemaͤß beſtimmten Werthe von a, b, o, 
u. ſ. w. erfüllt find, fo muͤſſen ferner die Coefficienten F, 
G . . I., u. ſ. w. nicht zu gleicher Zeit verſchwinden, 
und das Zeichen der Groͤße von der zweyten Ordnung, 
welche von der obigen Entwickelung die zweyte Zeile aus⸗ 
macht, muß von den Verhäͤltniſſen, welche man zwiſchen 
b. k, L. .. aufſtellen konnte und von ihren Zeichen uns 
abhängig ſeyn. 

Man weiß, durch die ae der algebraiſchen Glei⸗ 
Hungen, daß jeder Ausdruck von ihrer Form nicht von 
dem poſitiven zum negativen übergeben kann, ohne in der 
Intervalle Null zu werden, und daß wenn ſie bloß un⸗ 
mögliche Wurzeln haben, ſie nicht das Zeichen verändern, 
was man auch immer der unbekannten Größe für einen 
Werth giebt. Es folgt daraus, daß wenn die Größe 

Eh? + aGhk ＋ Hk. ＋ albl + 2KkI + IP . 
gleich Rull geſetzt, und als eine Gleichung in Bezug auf 
eine der unbeſtimmten Groͤßen b, k. . ., aufgelöſt, nur 

Ff 4 un 


indem man 


* 
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unmögliche Wurzeln giebt, man hieraus ſchließen darf, 


daß fie daſſelbe Zeichen beybehaͤlt was auch immer dieſe 
unbeſtimmten Größen ſeyn moͤgen. Nimmt man z. B. 


den Werth von h, fo findet ſich 
n 


h 
F 


EY (HE TKH TILL FLCUULII +...) 
335 F 
ein Reſultat, welches unmöglich iſt, wenn die unter dem 


Wurzelzeichen enthaltene Größe negativ iſt; man Arm 
aber u Größe folgende Form geben 


— (PR? + 20 ＋ BI +...) 


FH G P, KF GIS, LF-r=R, u. ſ. w. 
macht, und damit ſie nicht das Zeichen veraͤndert, ſo 
müßte fie noch, nachdem fie gleich Null geſetzt und in Ber 
zug auf einen der Buchſtaben k, I. . . . aufgelöft iſt, ihre 
unmoͤgliche Wurzeln haben. 

Man wird durch dieſe Operationen daraus ziehen, 

(u . LL 

> Var En 
Da k nicht unmoglich ſeyn kann, wenn nicht die unter 
dem Wurzelzeichen ſtehende Größe negativ iſt, fo ſetzt 
man dieſe neue Größe unter der Form — (TI +...) 
indem man R — Q’= T macht, um ſie auf dieſelbe, 


Art als die beyden vorhergehenden zu behandeln, und 


man wird fo fortfahren, bis daß man zu der Se 
der Großen h, k, . . . gelangt iſt. 


Um unfere Ideen zu ſixiren, wollen wir annehmen, 
daß nicht mehr als drey veraͤnderliche Größen. in der 
Function u ſeyn, fo wird die Operation bey dem Werth 

von 
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don k beſtimmt ſeyn; und weil T poſitib ſeyn fol, fo 
muß man PR — Q? oder T >.o haben. Mit dieſer Bes 
dingun! wird die Groͤße Pk? + 2 EI + RI? nicht das 
Zeichen verändern koͤnnen, und da fie ſich auf Pk? redu⸗ 
eirt, wenn 1 So iſt, fo muͤßte, (damit fie poſitib ſeyn 
kann, ſo wie es die Natur der Frage erfordert,) man 
auch P o, oder FA — 8 o haben. Man ſieht 
hieraus, daß die Coefficienten E und H zu gleicher Zeit 
pofitio ſeyn muͤſſen. Im erſten Falle, wo die Große 

Eh’ . . , immer das negative Zeichen, welches fie 
hat, beybehätt, wenn k, L. . . gleich Null find, zeigt fie 
ein Maximum an: das Minimum fände im zweyten 
Falle ſtatt, wo ſie pofitiv_ wäre. 

Um ſich a poſteriori zu überführen, daß, wenn die eben N 
gefundenene Bedingungen erfüllt find, die Glieder der 
zweyten Ordnung von der Reihe & ＋ Ph ek +... 
zuſammengenommen immer daſſelbe Zeichen behalten, 
was auch h, k, I. . . . ſeyn mögen, ſo wird es Gnuͤgen zu 
bemerken, daß die Gleichung des zweyten Grades deren 


Wurzeln t — « = ß wären, die Form 
＋ 4% ＋ 6. o f 
haͤtte; denn, wenn man durch — 1, — 2 . , die 
Groͤßen die unter denen Wurzelzeichen, Werthe von h, K. 
ſind, vorſtellt, ſo wird man die Ausdrücke 
Eh? ＋ 26k... + LIT 2 
PR ＋ 20 ＋ RE T. ef 
ch K cl K u r 
in pf T U K d e 
u. ſ. w. 
Kade 
Setzt man in 1, für 2“ ſein Werth 115 ＋ u. f. w 
und ſubſtituirt, das Reſultat in 
FIC 


\ 
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Ich T GK T II K. . HT, 
fo entſtehet 


00 bo n . . re f . 


+ FPTG T. . . 
Man ſieht jetzt wohl, daß dieſer Ausdruck das Zeichen 
nicht mit h. k, 1. . . zu gleicher Zeit ändern kann, und 
daß da P und Q pofitiv find, ihr Zeichen von dem Zei⸗ 

chen von F abhängt. 

Wenn u nur zwey veränderliche Größen enthielt, fo 
waren die Coefflcienten D, u, s. W. „ K I.... Null, 
und die Bedingungen des Maximum und des Mini⸗ 
mum reducirten ſich auf FH 8 o, Euler in ſei⸗ 
ner Differenttlalrechnung gab nur die Rothwendigkeit an, 
F und H poſitiv oder negativ zu gleicher Zeit zu haben; 
Lagrange hat zuerſt bewieſen, daß dieſe Bedingung 
nicht hinreichend waͤre, und ihm verdankt man die von 

uns ſo eben vorgetragenen Theorie. ; 
Wenn die Coefftcienten der zweyten Ordnung ſich zu 
gleicher Zeit, als die von der erſten Ordnung vernichteten, 
ſo wurde kein Maximum oder Minimum ſeyn, fo lan⸗ 


ge als die Coefficienten von der dritten Ordnung auch vers 


ſchwinden und die Glieder der vierten Ordnung eine 


Größe bildeten deren Zeichen keineswegens von h, k. b.. 


abhinge. Die Betrachtung der unmöglichen Factoren, wel⸗ 
che dieſe Grote haben ſollte, um der geforderten Bedingung 
zul befriedigen, würde zu dem, den vorhergehenden analo—⸗ 
gen Reſultaten fuͤhren. Uebrigens werde ich bemerken, daß 
was auch nach der Subſtztution von a, b. .. in u und 


in ihren Differentialcoeffteienten geſchiehet, fo muͤſſen im⸗ 


ö mer die durch die Annahme von x Sah, y bk, z cl, 


u km. erhaltene Reſultate, alle kleiner oder alle größer, 


ſeyn, als das weſches a a a w. entſpricht; und 
daß 
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daß die verſchiedenen geeigneten Methoden, kennen zu leh⸗ 
ren ob dieſes ſtatt hat, es auch ſind, um ſich von dem 
Dafeyn des Marimums 3% des Minimums zu ders 


ſichern. 


156. 

Um ein Beyſpiel zu geben, wähle ich folgende Frage, 
der von Num. 152 analog: die Groͤße a in drey Thei⸗ 
le x, „ a- xy zu theilen, fo daß das Product 
xmyn(a -x ein Maximum ſey. 

Man hat alsdann e eee 


82 —xn-Iyn(a—g—yp=X en px]=o 


{ = x Myn-I (ax —y\P-I[na-nx—ny—py]=o 
7 


die Factoren ma—mx—my-px und 
5 na- n= ny py, geben 
/ 


ma 3 2 na 
ee Te 
ö Ser pa 
a m 1 


um zu wiſſen ob dieſe Werthe in der That zu einem Ma⸗ 
rimum gehoͤren, fo wird man fie in den allgemeinen 


2 ück d’u Tu du 
usdruͤcken von ee 


man um abzukuͤrzen mn Tp g mache, man wird finden 


en DE)" 
— IE 
He- (up) G rn 


Die Größen F und H find negativ, ant man wird ka 
ohne Mühe verfichern, daß fie die Bedingung A- 

erfuͤllen, man wird alſo 2” e Mar im um er⸗ 
balten haben. 8 . 


ſubſtituiren, indem 


FERIEN EN 


g Saite m und 14 lies Netaphyſk 
— 4 Zeile 4 — das 
— 14 — 12 — Werthe 
— 65 lies Seite 61 a 
— 6s in der ꝛ2ten Zeile der Note lies den fat dem 
— 64 Zeile 7 von unten lies Quadratwurzel 
I 83 — 4 lies Entwickelung 5 
— 102 in der Note lies Vodleiiſche, und ſtatt Verhͤͤlt 
2 nißnahme lies Verhaͤltnißzahl 8 
— 132 Nr. 1 Zeile 2 lies x + K wird 
— 144 Zeile 2 lies X. = 2X, 
—. 193 lies Seite 225 
— 400 — — 401 
— 45 — — 414 
\ — 414 — — 415 


